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Boliim 1

Fonksiyon Dizi ve Serileri

Fonksiyon dizilerinde belli bagh iki tiir yakinsaklik vardir: Noktasal yakinsama ve diizgiin yakinsama. Bu
boliimde bu kavramlarla ilgilenecegiz.
Once gerekli oldugu igin supremum ve infimum bilgilerini animsayalim ve &rnekler verelim. Bilindigi gibi,

() # A C R alt kiimesi verildiginde, ancak ve yalniz
i)xr <o (Vo€ A) , i) Ve > 0,3z, € A, a0 — € < x¢

kosullarin1 gergekleyen bir g € R gergel sayisi varsa (tanimlanabilirse) sup A = ekiis A = «ap yazilir. 7)
kosulu oy € R gergel sayisinin A kiimesinin bir iist sinir1 oldugunu, i7) kosulu ise ondan daha kiigiik higbir

gercel saymin A i¢in bir tist sinir olmadigim soyler, ¢iinkii g < ag ise uygun bir g > 0 igin gy < yo + €9 <
ao — Yo

ag — €o bularak (dikkat : 0 < g9 < almak yeterlidir) ve i) kullanilarak yp < ap — &9 < xo
gergekleyen en az bir xg € A vardir, yo gercel sayisinin A igin bir tist sinir olamadigr anlasilir, boylelikle
o gercel sayist A kiimesinin iist sinirlariin en kiigigii olur. Buna kargilik, eger, her M > 0 i¢in dxj; € A,
M < xpr oluyorsa, hicbir gergel say1 A kiimesinin bir tist sinir1 olamaz, ¢tinkii bu son kosul geregi, her y € R
i¢cin y < |y| + 1 < x, olacak bi¢imde en az bir (ve aslinda sonsuz tane) x,, € A vardir; ancak bu durumda

sup A = +o0o yazilir. Ote yandan

iii) Bo < x (Vx € A) , ) Ve > 0,3z, € A,z < fo+¢€

kogullarimi gercekleyen bir Sy € R varsa inf A = ebas A = 3y yazilir. R. Dedekind’in iinlii teoremi (kanit-
lanmasi ¢ok ciddi bir istir) bostan farkli ve iistten sinirli tiim A C R alt kiimelerinin tek tiirlii belirlenebilen bir
supremumunun ve benzer bicimde bostan farkli ve alttan sinirlt alt kiimelerin de infimumunun var oldugunu
soylemektedir. Eger ) # A C R alt kiimesi i¢in z < o (Vx € A) kosulunu gercekleyen bir vy € R varsa,
Dedekind Teoremi geregi var ve iyi tanimli olan sup A = a4 € Rigin ay < 7 gecerlidir, ¢iinkii eger tam
tersine g < a4 olsaydi Jeg € RT, g +¢e9 < g — g boylece zg € A, v < Yo+e0 < aa—e0 < o < Yo
celigkisi dogardi. Demek ki x < vy (Vo € A) bilgisinden sup A < ~q sonucu, benzer bicimde 5y < z

(Vx € A) bilgisinden de 5y < inf A sonucu ¢ikarsanir.

Simdi baz1 kiimelerin supremum ve infimumlarini belirleyelim.

Ornek: sup N = 400 gegerlidir, ¢iinkii N kiimesi iistten sinirlanamaz, gercekten eger Kos: 3z € R, n < g



(Vn € N) kosulu gerceklesseydi sonugta Kos™: n+ 1 < 2 (Vn € N) boylece n < g — 1 (vVn € N) bulunur,
yani 1 = xg — 1 gercel sayis1 ve benzer bicimde xo = x1 — 1 gergel sayisi, ... N kiimesi icin birer iist sinir
olur, supremum o6zelligine sahip R kiimesinde N kiimesinin en kiiciik iist sinir1 asla belirlenemezdi, ¢eliski!
Bu gozlemden su 6nemli sonuglar ¢ikar.
Arsimet Tlkesi: Vz € R,3n, € N, z < n, olur.
Bu yukaridaki kanitlamanin kolay bir sonucudur ve dikkat edilirse asagidaki ilke elde edilir:
Tamm 1 (Arsimet lkesi):

Vy € R,Vz € RT,3n(=nyy) € N,y < nx

olur.

Gergekten bu sonug ¥ gercel sayisina yukaridaki ilke uygulanarak kolayca bulunur. Okuyucu yukaridaki ilke-
lerin birbirine esdeger oldugunu kolayca gosterebilmelidir.

Temel Bilgi: nh_)nolo % = 0 gegerlidir, ¢iinkii herhangi 0 < ¢ verildiginde Arsimet ilkesi ile In. € N,1 <
nee < ne (Vn > n.) boylece 0 < 2 < & (Vn > n.) bulunur, buysa istenendir.

Yardima Teorem 1: Gerek QQ gerekse R — Q kiimeleri gergel sayilar kiimesinde yogundurlar.

Ispat: Once 2 < y gercekleyen z ve y gercel sayilari ne olursa olsun, en az bir 7y € Q rasyonel sayisinin
x < 1o < y gergekledigini Arsimet Ilkesi kullanarak gozleyelim. Once 0 < y — = unutmadan bu ilke geregi
1 < ng(y — ) yani npz + 1 < ngy gercekleyen ng € N ve sonra ngz < Ny gergekleyen Ny € N dogal
sayilar1 var, boylece

Zy=A{k€Z:nox <k} (CZ)

alt kiimesi Ny € Z, nedeniyle bos olmadigindan ve ngx gergel sayisi ile alttan sinirli oldugundan asagida
yer alan bilgi nedeniyle iyi taniml olan kg = minZ, (€ Z,C Z) tam sayis1 sayesinde 7o = 7];:(0) rasyonel
sayist x < 1o < y gergekler, ¢iinkii Z, kiimesinin en kiigiikk eleman1 kg oldugundan kg — 1 ¢ Z, fakat
ko € Zg nedeniyle hem kg — 1 < ngx < kg hem de nox < ko < ngx + 1 < ngy boylece istenen
Tz < n—o = ro < y sonucu bulunur. Ote yandan k; < ko gergekleyen ki ve ko tam sayilari ne olursa
olsun kf < q < ko gercekleyen en az bir ¢ € R — Q vardir, ciinkii k1 < k1 + % =qg< k+1<k
olmaktadir ve ¢ = k1 + % ¢ Q gergekler (neden?), o halde < y gercekleyen x ve y gergel sayilarina

karsilik once x < r1 < r9 < y gercekleyen r; = % (i = 1,2) rasyonel sayilar1 ve az dnce gozlendigi gibi
7

kini < qo < kang gregekleyen qq irrasyonel sayisi var boylece z < r; < #qo = ¢* < r9 < y bulunur ve

q* irrasyonel olup z < ¢* < y gercekler. o

Bilgi: Z tam sayilar kiimesinin bogtan farkli ve alttan sinirli her alt kiimesinin minimal elemani iyi tanimlidir.

Gergekten ) # A C Z igin eger A C N ise bu iddia bilinmektedir, yok eger A — N # () ise A kiimesinde,

alttan siirli oldugu icin, sadece sonlu tane negatif tam say1 bulunabileceginden onlarin en kii¢iigii apacik
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bicimde min A elemanidir (neden?)

Ayrica dikkat edilirse
max ((—oo,z] NZ) = [z] € Z (1)

tam sayisi herbir € R i¢in iyi tamimlidir. Gergekten A, = (—oo, z]NZ (C Z) kiimesinde x gergel sayisindan

biiyiik olmayan tiim tam sayilar ve yalnizca onlar yer alir, iistelik Arsimet Ilkesi nedeniyle
In, €N | —z<|z|<ny<ng+1<ng+2<---

gerceklestiginden

<=y t+2)<—(nx+ 1)< —ny <z

gecerlidir, boylece A, kiimesinde sonsuz tane tam say1 yer alir, bu kiime « € R ile iistten sinirli oldugundan
kesinlikle 8, = sup A, gergel sayisi iyi tanimhidir, oysa Topoloji derslerinde bir ) # A C Z alt kiimesi
icin eger sup A € R gercel sayisi iyi tanimli ise (yani A kiimesi iistten sinirli ise) sup A € A boylece
sup A = max A gergeklestigi gosterildiginden [, € A, = (—oo, 2] NZ C Z oldugu anlasilir, bu 6zel tam

say1 [z] isareti ile yazilir ve (bilindigi gibi) = gercel sayisinin tam kismi adini alir. (1) tanimindan kolayca
r—1l<[z]<z<[z]+1 (Vz € R)

esitsizlikleri elde edilir (nasil?). Demek ki her gercel say1 iki uygun ardisik tam saymin arasinda yer alir,
iistelik x ¢ Z ise

r—1<[z]<z<[z]+1

esitsizlikleri bulunur.
Ornekler 0:

DA={y/n—[yn]:neN}icinminA =0 < 1=supA gosterelim.
Dikkat edilirse vVn? — [Vn?] = n—n =0 € Avezaten 0 < /n — [/n] < 1 (Vn € N) gozleyerek

0 = min A bulunur. Ayrica n? < n2 +2n < (n+1)? (Vn € N) ve ¢, = Vn2+2n € R — Q igin
2n

- >

Vn2+42n+n

n
= = — = ve hern € Nicinn(n+3) < n(n+3)+2 =
Vn2 4 2n+vn? +2n \/2n2+2n dn n ¢in ) ( )

n < gn < n+ 1 ve boylelikle [g,] = n ve vVn? + 2n — [\/n2+2n} =vn2+2n—-—n=

2n n

n n n+1 (n+1)2
1 2) boyl = < = bulup kok al =
(n +1)(n + 2) boylece n2 + 2n n 4+ 2 n+3 (n+1)2+2(n+1) alup kok alinirsa &
n n+1
< = < -+ <1 =lim oldugundan Ve > 0, dn. € N,
n
1—-—e< :7<\/n2+2n—[\/n2+2n} € A) <1 (Vn > n.) ve boylelikle supA = 1



bulunur. Siz her n € Nigin ¢, = v/n2 + 3n gercel sayilarmi tanimlayp ( dikkat: 1 < 7 igin ¢, € R — Q
gozleyiniz.) E = {q, — [gn] : n € N} C [0, 1] alt kiimesi i¢in sup E = %, min £ = 0 gosteriniz. Bunun i¢in
0=q1 < qn < gnt1 (Vn eN) veq, < 1 (Vn € N) gozleyiniz

2)B= {n + = :n,m €N, n;«ém} 191nmaxB 3 3 ve inf B = 0 gosterin.

Dikkat: n # m i¢in vy, = = + = (: T'm,n) yazilirsa kolayca hern € Nveherm > niginr,,, <ris=

3 = max B gozlenir, ¢iinkii m > n + 1 bdylece 7y, = + —|— H < % + H%Ll = n2(¢zi;lt) < 2 (Vn€eN)

o
gecerlidir. Ayrica her n € Nigin B, = {ry, , : m > n} tammlanirsa B = |J B, ve max B,, = 1y 41 =
n=1
n(nt1) > D (nf2) = Tntlnt2 = max B, 11 gozleyip max B = max By = r12 = 1% bulunur. Ve > 0,
€ €

2 . 1
dn. € N,2 < ng - eyani 0 < — < n. oldugundan (Arsimet Ilkesini kullanin) — + <-4+ =-=c¢
€ ne ne+1 2 2

1 1
olur. Her n,m € Ni¢in zaten 0 < — 4+ — oldugundan bu sonug apagik bicimde inf B = 0 verir.
no m

2n+1 2n+3

mn

) 1+n+m .
m mn ..

= - < < = nedeniyle aranan infimum = — olur. Ote yandan =

LTSS 2 S 1tntm M Y =g o Y T

3)Vn,m € Nigin ry, ,, = olsun. sup{ry, , : n,m € N} ve inf{ry, ,,, : n,m € N} nedir.

2
5 n+ 1> g (Vn € N) gozleyip +0o > sup{rpm : n,m € N} > sup{rp, : n € N} > sup{g :n €N} =
n

400 nedeniyle aranan supremum +oco olur.

4) fz)=o+ — (Vx € RT) ise sup f(RT) = sup f(x) = +oo, inf f(RT) = 2 olur, ¢iinkii inf f(RT) =

reRT

1
min f(RT) = mIIR{Ii f(x) = f(1) = 2 olur. Dikkat: Her z € RT igin x < 2z < 22 + 1 ve boylece 2 < = + —
€ T

gozleyiniz.

5) g(z) = 2" + 2% (Vz € RY) ise sup g(RT) = +o0 olur, ciinkii her n € Nigin n < 2"~! < 27 bilgisiyle
b

VM > 0,3ny € N, M < nyp < 2" < g(nyy) olur. Ayrica iinlii /a - Vb < atp (Va,b € RY) esitsizligi

27 + 2%

>2.v/27. V25 = 2. V25 s = 2. V2f@) = 2(y2)/® > 2(y/2)f(1) =
4=g(1) = inf g(RT) = g(1) = 4 olur.

kullanilirsa g(z) = 2 -

6) sup z" =1,ciinkiiherxz € (0,1)i¢in0 < 1—xz < 1 vesonugta 0 < ¢ < 1 verildiginde 1 —e < y. < 1
z€(0,1)
gergekleyen y. € RT sayesinde z. = {/y. tammlanirsa, kolayca 0 < 1 —e < 22 < 1 olur, boylelikle

Ve € (0,1),3z. € (0,1),1 — e < 2” < 1 bulunur, bu istenendir. Siz sup |z|" = 1 gosteriniz.
ze(—1,1)

7) A = {cosn : n € N} = {cos1,cos2,cos3,...} (C [—1,1]) kiimesi i¢cin infA = —1 < 1 = sup 4
gecerlidir, ¢iinkii ashinda A* = {cos(2nm + k) : k € Z} = {cosk : k € Z} = {cosn : n € N} U
{1} = A U {1} kiimesi birazdan gorecegimiz iinlii Dirichlet Teoremi’nin kolay bir sonucu olarak [—1, 1]
araliginda yogun oldugundan, yani —1 < z < y < 1 gergel sayilar1 ne olursa olsun (x,y) araliginda A*
kiimesinden sonsuz sayida eleman yer aldifindan, (x,y) aralifinda A kiimesinden de sonsuz sayida gergel

say1 yer alir (bkz. Yardimci Teorem 1) , bu nedenle 0 < £ < 1 ne olursa olsun —1 < cosn < —1 4+ ¢ <
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0 < 1—¢€ < cosN <1 gercekleyen sonsuz tane n ve N dogal sayis1 vardir, bu sonug ise isteneni verir.
Dikkat: A kiimesinin elemanlar ikiger ikiser farklidir, ¢iinkii 1 < z < y gergel sayilarinin cosz = cosy
gercekleyebilmesi i¢in ya uygun bir kg € Z i¢in © = y F 2kom ya da uyguin bir ky € Z igin |x — k7| =
|y — k17| olmasi gerektiginden (neden?) 1 < r; < ro gercekleyen 71, ry rasyonel sayilart ne olursa olsun,

asla cos 7] = cos 2 gerceklesmez (neden?).

8) () # A C (0,00) ve sup A = v4 € R olsun. Asagidaki gergeklesir gosteriniz:
sup{lnx:x € A} = Inya

Gergekten her x € A icin 0 < x < 74 boylece fnz < fnvy, olur. Ayrica her ¢ > 0igin 1 < e bdylece

24 < 7v4 ve v4 = sup A oldugundan 3. > 0,dx. € A

e

YA

€T+56<7A—5€<%

boylece logaritma artan oldugundan istenen bulunur:

Inys —e=4{n (E) < In (Z—‘: + (55> < Inx..

66

Temel Bilgi: Sabit 0 < a < 1 gercel sayis1 ne olursa olsun, asagidaki A, kiimesi R kiimesinde yogundur:
Ay ={ka" : k€ Z,n € N}.

Gergekten © < y gergel sayilan verildiginde, uygun bir kg € Z ve ng € Ni¢in x < kpa™ < y gozlemek gii¢

degildir, ¢linkii 0 < 6 = y — z sayesinde a” | 0" nedeniyle 3Ny € N,0 < a” < § (Vn > Np) olur; boylece

sabit bir ng > Ny dogal sayis1 secerek, Arsimet Ilkesiyle Img € N, 2 < mga™ bulunur, boylelikle
moeEAN={keZ :x<ka™}#0D

gozleyip, sayfa 2’ deki Bilgi kullanilarak, kesinlikle k9 = min A € A tam sayis1 iyi tanimhdir, ko — 1 ¢

A oldugundan (kg — 1)a™ < z < kga™ < y bulunur, dikkat edilirse, eger y < koa™ olsaydi (kg — 1)a™ <

x <y < kpa™ ve sonugta a™ < 0 =y —x < koa™ — (ko — 1)a™ = a™ ¢eligkisi dogardi !

Odev: {£,}>°, dizisi ¢, | 0T gerceklensin. Gosteriniz: A = {ke,, : k € Z,n € N} kiimesi R kiimesinde
yogundur.

Tanmim 2: () # A C R alt kiimesi ve f,, : A — R (Vn € N) gercel degerli fonksiyonlar1 verilsin. A kiimesinin
Ao = {z € A: {fu(2)}>, dizisi yakinsak} = {a: €A:30, €R, lim fo(z) = ex}
n—oo

kiimesi bostan farkli ise  — ¢, (Va € Ap) bigiminde tanimlanan fonksiyon, daha agik bigimde f(z) = ¢, =
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li_>m fn(x) (Vx € Ap) gergekler ve f gergel degerli fonksiyonuna { f,},~, fonksiyon dizisinin noktasal
n—oo

limit fonksiyonu denilir. Tan(f) = Ay olduguna dikkat edilmelidir.
Ornekler 1

1) Su temel bilgileri tazeleyerek baglayalim: Her z € (—1,1) i¢in lim x™ = 0 ve her x € (1,00) iginse
n—oo

lim 2" = +oo gegelidir. Gergekten x € (—1,1) yani |x| < 1 ise, uygun bir £, > 0 sayisi sayesinde

n—oo

0<|z|" <

(Vn € N), buna kargilik 1 < x ise, bu kez uygun bir 4, > 0 sayesinde nd, < z" (Vn € N)

T

gegerlidir, ¢iinkii |z| < lise de, > 0,0 < |z| < |z] + e, < 1 —¢; <

boylece 0 < |z|" <

Ex
LA\ 1 1 -
(1 +€x) = At < e (Vn € N) bulunur ¢iinkii (1 —&,)(1+¢;) =1—¢2 < 1vee, >0
oldugundan her n € Nigin (1 +¢&,)" = 1+ >, (Z) ek > 14 <le> €z > ney > 0 boylece hem
1

1—¢e, < ——hemde ———— < — (Vn € N) bulunur, sonugta 0 < [z"| = |z]" < — (Vn € N)

1+4+¢e, (I+e,)"  neg neg
esitsizliklerini kullanarak tinlii Stkisirma Lemmasi yardimiyla istenen lim |z"| = 0 = lim 2" sonucu

n—oo n—oo

cikarsanir. Buna karsilik 1 < x ise bukez 35, > 0,1 < 1+, < x — d, < x bdylece nd, < (1+ d,)" < a”
(Vn € N) bularak nh_)ng() z"™ = 400 bulunur. O halde f,,(z) = nsin (fj) (Vz € [0,1],Vn € N) biciminde
tammlanan {f,,} - ; fonksiyon dizisinin noktasal limiti f(z) = 0 (Vz € [0,1)) ve f(1) = 1 gercekleyen
boylece f(1—) # f(1) nedeniyle siireksiz olan f fonksiyonudur, ¢iinkii her € [0,1] i¢in ve her n € N

n 1 n
icin 0 < T <-<1< g oldugundan 0 < sin <$> gegerli olup, iinlii [siny| < |y| (Vy € R) bilgisiyle
n

n n
. [x"
sm|— || <n
n

asagidakiler bulunur:
(1 sin(1)
fn(1)=nsin|{—| = = (Vn € N)
n

()

boylece f = lim f,, noktasal limit fonksiyonu i¢in istenenler elde edilir.
n—oo

- =" (Vx €]0,1),¥n € N)

0 < fu(x) = nsin <g;n> =n

Uyar 1: Demek ki siirekli fonksiyonlarin noktasal limit fonksiyonu siireksiz olabilmektedir.

2) A=10,2] ve fp(z) = 2" (Vo € A,¥n € N)ise, her x > 1i¢in lim 2" = +o0 oldugu, kisacast herbir
n—oo

z € (1,2] i¢in { f,,(z)},~, dizisi yakimsak olmadig1 i¢in Ay = [0, 1] olur ve kolayca f = lim f, noktasal
n—oo

limit fonksiyonu agagidaki fonksiyondur ve f fonksiyonu x = 1 noktasinda siireksizdir:

] 0 ;xz€][0,1)
flx)= lim f,(x)=

n
3) A = Rvegy(x) = (1 + E) (Vo € A,Vn € N)ise g = 1i_>m gn noktasal limit fonksiyonu tim A
n n—00

n
kiimesinde tanimli ve g(z) = lim g,(z) = lim (1 + E) = e” (Vo € A) gergekler.
n—r00 n—00 n
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Gergekten oncelikle herhangi 2z € R i¢in x = lim In (g, (z)) gerceklendigini gostermek kolaydir, ¢iinkii

n—oo

dikkat edilirse Arsimet Ilkesi ile

dn, €N, —z<|z|<n, <n (Vn>n,)

boylece — < 1 (¥n > n,) yani 0 < g, (z) (¥n > n;) ve asagidaki 7) Srneginde gosterilecegi gibi

nT
Tr+n

<n.ln(1+%> =In(gn (x)) <n.§:x (Vn > ng),

nx LIT2

_ — = >
0<z—In(gn(x)) <z —n n+x(Vn_nx)

oldugundan her iki yandan limit alarak istenen bulunur. Buradan ¢* = lim g, (x) ¢ikarsanir.
n—oo

4) A =10,1] ve hy(z) = sinnmx (Vo € A,Vn € N) ise Ag = {0, 1} olur, ¢iinkii her x € (0, 1) gergel sayisi
i¢in {hy,(z)},2 , dizisi raksaktir. Gergekten z = r € Qise r = % olacak bigimde aralarinda asal ng ve Ny

dogal sayilar vardir ve {h,,(r)} - | = { sin 1o

o0
} dizisinin, iki farkli limite yakinsayan iki alt dizisi var
0 n=1
oldugundan bu dizi iraksar (bilindigi gibi bir {a, }, -, gercel say1 dizisi yakinsak ve sozgelimi li_)rn ap =/
n—oo

ise, bu dizinin herhangi bir {ay,, },-_, alt dizisi de lim a,,, = ¢ gercekler). Dikkat edilirse her n € N i¢in
m—ro0
N
hyn, (1) = sin <n]%7rno> = sin (nnom) = 0 boylece
0

hng (1) = hang (1) = hang (1) = -+ =0, hang+1(7) = hang41(7) = heng41(7) = -+ =sin7r > 0

olur, sézgelimi han,+1(7) = sin (W) = sin (2mng + mr) = sin7r > 0 olur, ¢iinkii 0 < 7r < 7 ge-

cerlidir, kisacast { hy,n, (r) }o; alt dizisi sifira, buna karsilik {hopn,+1(7) }oo; alt dizisi pozitif sin 77 sayisina

yakinsar. Ote yandan herhangi bir z = g € (R—Q) N[0, 1] irrasyonel say1st igin {h,,(q) }oey = {sinnmg}re,

n=1 "
sinirh dizisinin 1raksamasi iddiasi ¢cok ciddidir ve Dirichlet’nin agagida yazili teoremi yardimiyla gosterilir.

Apagik bigimde her x € Ag = {0, 1} i¢in h(z) = lim h,(z) = 0 olur.
n—oo

5 A=1[0,1] ve fn(z) = " (Vx € A,Vn € N)
1+2 sze[i 1]
ise f = lim f, noktasal limit fonksiyonu f(x) = 1 (Va € A) gergekler, ¢iinkii herbir x € A i¢in lim
n—oo

n— o0
0
fn(x) = 1 olur, ¢iinkii z = 0 alindiginda, her n € Niginz =0 € [0, %) ve fr(0) =1— o= 1 nedeniyle

f(0) = ILm f(0) = 1 olur; herhangi x € (0, 1] alindiginda Arsimet Ilkesi ile
n—oo

In, eNJI<ng-xz<nzx (Vn>n,)
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ve dolayisiyla z € (1,1] (Vn > n,) gozleyip bu z icin f,(z) = 1 + L (Vn > ng) boylelikle f(z) = lim
n

n—oo

(1 + E) =1 (Vx € (0,1]) bulunur, burada son adimda bir {xz,,} -, dizisi, eger yakinsak bir {a,, } . ; dizisi
n

aracth@iyla z,, = a,, (Vn > ng) gergeklerse lim x, = lim a, olur, bilgisi kullanilmigtir, (nerede?). Dikkat
n—oo n—oo

edilirse her z € [0, 1] ve her n € N i¢in, ister = € [0, %) isterse x € [%, 1} olsun

1
0<fule) -1 <<
no-n
gozleyerek de lim f,(x) = 1 sonucu bulunur.
n—oo
3;3 .Z'S 2n—1
6) A =Rvepy(r) =2~ ETIRT I (*1)”+1m (Vz € A,Vn € N) polinom dizisinin

noktasal limit fonksiyonunun lim p,(x) = sinz (Vo € A) oldugu ilerde gozlenecektir.
n—oo

7) Vo € RT,Vn € Nigin f,(z) = n({/z — 1) yazlsin. Vo € R i¢in f(z) = li_)m fn(x) noktasal limit
n oo

fonksiyonu tanimlidir, (vardir). Bunun icin 6nce su temel bilgileri gozleyelim:
Bilgi 1: Her n € N icin, carpimlari 1 olan n tane pozitif gercel sayinin toplami > n gercekler.

Gercekten iddia n = 1 i¢in apagiktir, iddia n icin dogru varsayildiginda 1 = ajas - - - apan41 gercekleyen
ay, pozitif gergel sayilarii¢in n + 1 < a1 + a2 + - -+ 4+ ap + ap41 olur, ¢iinkil iclerinde en az birisi 1 ise
iddia n ’inci adim varsayimindan elde edilir, sozgelimi as = 1 ise 1 = ajasaq - - - a,ay41 nedeniyle, bu
son carpima katilan ¢arpan sayisi n oldugundan, n ’inci adim varsayimi ile n < a; + a3z + -+ + any1 ve
sonugtan + 1 = n+ay < a1 + a2 + -+ - + apy1 bulunur. Eger ay, pozitif sayilarindan higbirisi 1 degilse,
timii ap < 1 (ya da tiimii 1 < ay) ger¢ekleyemeyeceginden (neden?) a; < 1 < ay, gergekleyen a; ve ay
vardir sozgelimi a; < 1 < ap,4+1 olsun. Sonugta 1 = azag - - ay, - (a1an+1) ve n ’inci adim varsayimi ile n <
az+as+---ap+(ajany1) veheryanal ekleyipn+1 < ag+---ap+1+(a1an+1) < a1+as+- - -+ap+an+1
bulunur ¢iinkii 1 < a,,+1 ve 0 < 1 —aq nedeniyle 1 — a3 < ap4+1(1 —aq1) yani 1 + aja,41 < a1 + ap4q olur.
O halde Bilgi 1 tiimevarimla gosterilmistir. Dikkat: Eger n > 2 ve carpima katilanlardan en az birisi 1°den

farkliysa sozii edilen toplam > n gercekler. Bu iddia Bilgi 1 kullamilarak tiimevarimla gosterilir (nasil?).
Bilgi 2: Sonlu sayida pozitif gergel sayinin geometrik ortalamasi aritmetik ortalamasindan biiyiik olamaz.

Gergekten a1, as, - - - , ay, pozitif gercel sayilari i¢in, Bilgi 1 yardimiyla

n
n< ay n az T anp _ > b1 Ok
= n, oo n o e n oo n oo
Yaraz - an - {Jaraz--an Yaraz - an Yaraz - an

olur, ¢iinkil sag yandaki toplama katilanlarin hepsi pozitif ve ¢carpimlar1 1 olmaktadir. Dolayisiyla su cikarsa-

nir:
a1 +ag+-oHan Do ag
n n

Yaias - an <
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Ustelik ay, "lardan birisi aj, # {/ajaz - - - a, yani = 1 gerceklerse son esitsizlik
n

ag
n/a1a2 e

a1 +ag + - +an
n

vairag - an <
bicimini alir (neden?).

O halde herhangi = > 1 verildiginde bu son gozlem yardimiyla, iistelik 1 < /= (Vn € N) ve 1 # "/ (=
"/ /x- Yx - Yz - 1) nedeniyle

" .n 1
= +i/{y§{b/§%1<nn\/fl+

ve boylelikle 0 < (n+1)( "z — 1) < n(¥z — 1) (Vn € N) bularak alttan siirh {n(/z — 1)}, -, azalan
dizisinin yakinsadig1 anlagilir. Demek ki © > 1ise lim (n({/z —1)) = ¢, € R vardir (tammlidir). z = 1
n—oo

i¢in, bu dizinin tiim terimleri ve sonugta limiti 0 olur. x € (0,1) ise

n(YE = 1) = n a1 = o) = (- V) H 1—1)] (vn €N)

X

1
ve biraz Once gozlendigi gibi, — > 1 nedeniyle koseli parantez i¢indeki dizinin limiti var oldugundan
x

{n(/z —1)},2, dizisi 0 < z < 1 durumunda da yakinsamaktadir. Demek ki gergekten
Vo € RY i¢in f(z) = lim fy(z) = lim (n({/z —1))

noktasal limit fonksiyonu iyi tanimhdir. Matematikte bu f noktasal limit fonksiyonuna dogal logaritma

fonksiyonu denilir, kisacas1 asagidaki gecerlidir:

(%) Inz = lim (n({/z—1)) (Vx € RT)

n—o0

Dikkat edilirse =,y € R™ pozitif gercel sayilari ne olursa olsun, x - y € RT ve sonugta yukaridaki tanim

kullanilarak

n(z-y)= lim n(m—l):}%ﬁ;o n({Yr-y— Yy+ Yy—1)

n—oo
= li_)m (Vy-n(¥Vx—1))+ li_>m (n(y —1)) = tnx + lny

bulunur, ¢iinkii iyi bilindigi gibi, her z € R* i¢in lim {/z = lim gn =20 =1 bilgisiyle yukaridaki ilk

n—o0 n—oo
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limit na olur. Bu konuda son olarak sunu gozleyelim :
1 < aise 0 < Ina ciinkii 0 < % <In(l1+x) (V&> 0)
x

gegerlidir. Dikkat edilirse a # 1ise a™—1 = (a— 1)(a"‘1+a"_2+ 4a+1)boylece 0 < ziginl < {1+ =z

olup bu son 6zdeslikten W (1—1—;1@)%14—(1—1—95) w4 —|—(1+:v)n—|—1 <n(l+z) = <n(l+z),

0<1+%§n(\"/1+x—1) (Vn € N)

ve limit alip 0 < 7 < In(l +z) = xl;ngo n(/1+2 — 1) bulunur. O halde 1 < aise b = a—1 >0

sayesinde su sonug bulunur. Ina = In(1 + §,) > > 0. Dogal logaritma fonksiyonunun tiim 6zellikleri

1+5

(*) tamimindan ¢ikarsanir. Bunlarin Analiz I derslerinde yapildigini varsayiyoruz.

T

8) Her x > 1icin lim 7" = +00 olur.
n—oo

Coziim: Gergekten Je;, > 0,1 < 14 ¢, <z — 2. < z boylece her n > 2 i¢in
n(n—1)
2s§<1+<2>s <1+Z() (I+e.)" <a™

boylece n ile bolerek (n — 1) < —(Vn > 2) gozleyip n — oo i¢in limit alip istenen bulunur.
Yardimer Teorem 2: A C [a, b] alt kiimesi [a, b] aralifinda yogun ise a < = < y < b gercekleyen her z,y

gercel sayi ¢iftinin arasinda A kiimesinden sonsuz sayida nokta vardir.

Kamtlama: A kiimesinin yogun olmasinin geregi olarak dnce x < a; < y gergekleyen a; € A elamanini,
sonra benzer gerekceyle x < ag < ap gercekleyen ag € Aile a1 < as < y gergekleyen ao € A elemanini

belirleme islemini tiimevarimla siirdiirerek, sonucta
T<: < Oupr1 <agp_1<-ra3<a1<a2<ay<----<ap<agpmi2<-: <Y

gercekleyen agy,, as,—1 € A gergel sayilari her n € N igin belirlenir, boylece (x,y) N A kesisim kiimesinde,

ikiger ikiger farkli olan, en az sayilabilir sonsuz tane a,, € A elemani1 bulunmus olur.

Yardimci Teorem 3: Bir {z,, : n € N} kiimesi [a, b] aralifinda yoZunsa, herbir z € [a, b] gercel sayisi,
{zn}5°, dizisinin uygun bir alt dizisinin limitidir.

Kanitlama: Kisalik amaciyla A ={x,, : n € N} = {x1, 9, ...} yazahim. Herhangi bir = € [a, b] alinsin, 6nce
a < x < bolmasi durumunda bir kanitlama verelim. Budurumda a < x < z+dp < b—0dy < b olacak bi¢imde

0 0
bir ¢ var, A yogun iistelik a < z < a:—I—EO < z+0dp < b gergeklendiginden, birinci asamada z < x,,, < m+50

olacak bicimde z,,, € A, sonraz + ¢ < x,, — ¢ olacak bicimde £; > 0 var oldugundan 0 < d3 < &1 A 2—(2)
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0
pozitif sayisi icin hem 2 < €1 hem de d2 < 2—2 ve boylece x < x4+ dy < x 4+ €1 < x,, gozleyip bu

] .. .
kezz < zp, <z +02 < x4+ 2—2 gerceklenecek bicimde bir ny > n; dogal sayis1 ve x,, € A vardir,
ciinkii (z, z 4+ d2) N A kesisimi sonsuz elemanli oldugundan bu kesisim kiimesinde =y, 1, Tn,+2, Tn, 43, -
elemanlarindan sonsuz tanesi bulunur (Dikkat: x,,, < = + d2 < x,, gozleyiniz). Sonra z + 3 < zp,, — €2 Ve

0
0<d3 <eaA 2—2 sayilari araciligiyla (x, =+ 03) N A kesisim kiimesinde sonsuz eleman bulundugundan, en az
0
bir n3 > ng igin xy,, € (x,x+03) N A vardir, z < x,, < x+ 93 < a:+2—g Ve Tp, < T+03 < T+ep, < Tp,

gozleyiniz. Bu iglem timevarimla siirdiiriilirse her m € Ni¢in z < z,,, <  + 2 ve Ny < Myp41 VE

2m
0,
Ty < Tn,, olacak bigimde x,,, € A elemanlar1 tanimlanir ve v < zp,, <  + 270” (Vm € N) esitsizlikleri
kullanilip limit alinarak, azalan {z,,, }°°_; alt dizisi i¢in z = lim z,,, bulunur. z = b icin bu kez artarak b
m—00

gergel sayisina yakinsayan bir alt dizi tanimlanir. Bitti!

Teorem 1 (Dirichlet Teoremi): Sabit gy € R — Q verilsin. Eger qg ve g # 0 gercel sayilar1 Q iizerinde lineer
bagimsiz iseler Ay, o, = {ngo + kxo : n € N, k € Z} kiimesi gergel sayilarin yogun bir kiimesidir.
Kamtlama: ¢y ve xg # 0 sayilarinin QQ cismi iizerinde lineer bagimsiz olmasi demek, r1,72 € Q rasyonel
sayilart i¢in ancak ve yalniz, r1 = 0 = ry oldugunda 199 + rexg = 0 gergeklenmesi demektir. Herhangi
bir irrasyonel sayi ile, sifirdan farkli herhangi bir rasyonel sayinin bu nitelikte olduguna ve ayrica Ay », =
Ay —zo0lduguna dikkat ediniz., ¢iinkii ngy + kxo € Ay, 2, i¢in ngo + kxo = nqgo + (—k)(—z0) € Agy,—a0
gozlemek yeterlidir. Dolayisiyla, genelligi bozmaksizin zo > 0 varsayabiliriz, ciinkii zg < 0 ise Ay —s
kiimesinin yogun oldugu gosterildiginde A, ., kilmesinin yogun oldugu gosterilmis olur.

Demek ki ¢ > 0 olmaktadir ve

kn:[nqo} €z (Vn € N)

1
tam kisim degerleri her n € Ni¢in k,, < —(nqo) < kpn + 1 ve k29 < ngo < (kn + 1)z gergekler. O halde
To
On = nqo — knxo € Ay 2, (V1 € N) gergel sayilar1 0 < §,, < xo (Vn € N) ve ayrica n # m igin 6, # 0,
gercekler, ciinkii d, — 9,, = (n — m)qo + (km — kn)zo # 0 olur, ¢iinkii xo "1n katsayist sifir olsun ya da

olmasin qq "1n katsayisi sifir degildir. Dikkat:
n<mveN € N, k€ Zise N(6y — 0p) + kxg = N(m —n)qo + (k + N(kn — km)) 0 € Agy,z0

gozlemi gozlenmelidir. Simdi, herhangi iki farkli gergel say1 arasinda A, ;, kilmesinden en az bir eleman

bulundugunu gostermek istiyoruz. Buna esdeger iddia asagidakidir:

Ve e R, Ve >0, (x —e,z+¢e)N € Agyzo # 0.
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O halde = € R, e > 0 verilsin. Unlii
Arsimed Tlkesi: Vo € R,Vy € RT,3n(=n(z,y)) e Nz <n -y

kullanilarak ¢y < n.e ve |z| < ngzxo gergekleyen n. ve n, dogal sayilarim belirlersek  — n,zg < 0 <
x + ngzxo olur. Oysa [0,1) = [0, n%) U [n%, n%) U---u [”2721, 1) birlesiminde, birlesime katilan araliklar

01 o On. O
ikiserli ayrik ve sayilart tam n. tane, buna karsilik, hepsi pozitif olan —1, —2, L, e Dnetd gercel sayilari
xg

zo w0’ @y’
ne + 1 tanedir, tistelik 0 < 6, < z¢ (Vn € N) boylelikle 0 < — < 1 (Vn € N) oldugundan, bunlarmn
Zo
timii (0,1) € [0,1) = Up2,4 [kn:l, n%) kiimesinin elemanidir, sonucta bunlardan en az iki tanesi ayni bir
[kn:l, n%) araliginin elemani olur ¢iinkii aksi halde herbir I, = {kn—:l, n%) araliginda bunlardan en fazla bir

tane ve sonugta [0, 1) araliginda bunlardan en fazla n. tane bulunurdu, oysa bu kesirler tam n. + 1 tanedir;

dolayisiyla 1 < n < m < n. + 1 olmak lizere dn dm ¢ [“%%) yani hem =1 < 9 < E hem de

zo’ xo Ne Ne o Te
on _ Om
o zo

< n% yani |6, — 0| < ;’2—2 < e olur.

k=1 Om

ne > X0

k ..
< ;- ve boylece

Simdi irdelenmesi gereken iki durum vardir:

Durum 1: 6, < d,,, ise 0 < wolur,N: T+ Nalo tamkismm 0 < N < ———— < N +1
Om — On Om — On Om — On

gergekler ve £ = (N + 1) (6, — 0p) — npo € Agy 2 i6in N (0, — 0p) < &+ ngxo < (N +1)(6 — 0p) Ve

T + NgZo

r<{<z+eyani € (xv,x+¢) N Ay C (r—¢e,x+¢e)N Ay .z olur, ciinkii N (0, — 0p) — ngxo <
nedeniyle & = N (6, — 0n) + (0 — On) — N0 < T+ (0, — On) = @ + |0 — On| < x + € gegerlidir ve
& > x apagiktir.

Durum 2: §,,, < 6, ise,bukez x —n,xg < 0ve d,y, — 9, <0ve 0 < L7 Nato T~ a0

icin (N" 4+ 1) (0, — 0p) < & — ngzo < N'(dp, — 9p) ve 0 < N’ olur, n < m nedeniyle, yukarda gozlendigi

gozleyip N' = [

gibi & = (N’ 4 1)(6m — 0p) + ngo € Agy .z gercekleyen & gercel sayist icin z — e < x — [§, — 0| =
T+ (0 —0n) < N'(8m—0n)+(0m—0n)+nzx0 =& < zyani € (r—e,2)NAg 2o C (x—, x+)NAgy 20

olur.

Her iki durumda da (x — €,z 4 ) N Agy 2, # 0 bulunmustur, kisacast Ay, 5, kiimesi yogundur.

Sonug 1: Her g irrasyonel sayisi i¢in, Dirichlet Teoremi Aoy rq, = {2n7 + kmqo : n € N, k € Z} kiimesinin
gercel sayilarda yogun oldugunu soyler, ¢iinkii 27 irrasyonel sayisi ile wqo(## 0) sayist Q iizerinde lineer

bagimsizdir (neden?). O halde bu yogun kiimenin siirekli siniis fonksiyonu altindaki goriintiisii olan
E ={sin(2nm + kmqp) : n € Nk € Z} = {sinkmqy : k € Z} = {0, F sin wqo, F sin 27qo, . ..}

kiimesi de [—1, 1] araliginda yogundur, boylelikle [—1, 1] aralifindaki her gercel sayiya, bu kiimeden segilen

ikiser ikiser farkli terimlerden olusan yakinsak bir dizi yakimsar. Bu nedenle {sinnmqo},. , dizisi kesinlikle
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iraksar, ciinkii eger yakinsasaydi, {5 = nh_)rr;o sinnmqy gercgel sayisi tamimli olur (dikkat: her n € N icin
—1 < sinnmgy < 1 nedeniyle ¢y € [—1,1] gozleyiniz.) ve E kiimesinin elemanlariyla, yalnizca ¢y ve —¢y
gercel sayilarina yakinsanabilirdi, ¢iinkii {sinnmqo}, -, dizisinin tim alt dizileri ¢y ve {—sinnmqo}, . di-
zisinin tim alt dizleri ise —¢y sayisina yakinsar ve sonsuz terimi birinci diziden, sonsuz terimi ise ikinciden
se¢ilmis tiim dizilerse 1raksaktir (neden?). Benzer bicimde ¢y irrasyonel sayisi ne olursa olsun {cos nmqo},- 4
dizisi raksar, ¢iinkii {cos(2nm + kmqo) : n € N,k € Z} = {coskmnqo : k € Z} = {cosnmqy : n > 0} kii-

mesi [—1, 1] araliginda yogundur.

Odev: ¢ € Q rasyonel sayis1 ne olursa olsun, her = € [—1,1] gergel sayisina karsilik, dogal sayilarin Syle
uygun bir artan

ni(x) < ng(z) <nz(x) < - < np(x) < npar(z) < ---

dizisi vardir ki z = lim cos(ny,(x) - xo) gergeklesir.
n—oo

Dikkat: Yukardaki 6rnek 8)’in daha geneli asagidaki sonuctur:

n

lim — = +o0 (Vx € (1,00), Va € R)

n—oo N%

Coziim: a < 0 icin iddia apacik oldugundan, 0 < a durumu irdelenecektir. Arsimet Ilkesiyle Im, € N |
1 <a+1<mgvel < xnedeniyle 30, > 0,1+ I, < x gecerlidir. m, > 2 gozleyiniz. Dikkat edilirse her

n > mg igin

a

2" > (1+6,)" =) (Z)(S’; > (73 >.5;”“

k=0

ve listelik

W\ e O (=) (= (mo = 1))

mg) ° mg! nMa
oldugundan, kisalik amaciyla, sadece a > 0 sabiti ile x gercel sayisina bagli asagidaki

ot
M >0
T (ma)!

pozitif sabitini tamimlayip m, > a + 1 nedeniyle n"¢ > n®.n gozleyerek kolayca

" > My.byn®n  (Vn > myg)
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bulunur, burada apagiktir ki, herbir n > m, i¢in

n(n—1)..(n—(mg—1))

nMa

by, =

n—1n—-2 n—(mg—1)

(- : 2) (1omey

yazilmstir ve sag yanda ¢arpima katilan tam m,—1 tane yani sabit sayida terim vardir. Boylece lim (Myb,,) =
n—oo

M, > 0ve

n

x
a > (My.by) .n (VYn>myg)
oldugundan istenen sonug ¢ikar.

Uyar: Bu soru daha kolay bir bi¢imde, bu Boliim’de ilerde gosterilecek olan su temel bilgiyle ¢oziiliir:

Bilgi: Eger pozitif terimli {x,, },- ; dizisi i¢in

— X 1 . .
lim =" < 1ise lim T, =0 ,
:L‘n n—oo
. Tpyl . .
1 < im=~—™" ise lim z, = +0o0
n—oo

Tn

gerceklesir.

Yukardaki soruda 1 < = ve n € Nigin x;, = — > 0 biciminde tammlanan dizi apagiktir ki ikincisini
n

gercekler!

Uyarn: lleri diizeyde Analiz kitaplarinda her x > 0 igin, iinlii Gauss bagintist

| T oo
lim nen = / et lat
n—oo x (z+1)...(z+n) 0

“nin ispatin1 okuyunuz! Sag yanda yer alan 6zge olmayan Riemann tiimlevi I (x) ile yazilir, bkz Bolim3.

Uyarilar:

1) Siirekli fonksiyonlarin noktasal limit fonksiyonu siireksiz olabilir, bunun igin Ornek 1.1 ) ’e bakmak ye-
terlidir. Bu 6rnekte f,, polinomlart siirekli oysa f = nh_)mgO fr noktasal limit fonksiyonu f(1—) = 0 # f(1)
gerceklendigi icin siireksizdir. Bilindigi gibi, bir f fonksiyonu icin, ancak ve yalniz

lim flz)=(€eR

Tr—xT0
x€(xo—e0,20)

kosulu gerceklendiginde, f fonksiyonunun x( noktasindaki sol limiti vardir denilir ve f(zo—) = ¢ yazilr.
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f(x0+) sag limiti benzer bi¢cimde tanimlanir. Analiz’in en temel teoremlerinden birisi su temel gergegi soy-
ler: f fonksiyonunun xp € Tan(f) noktasinda siirekli olabilmesi i¢in gyk f(zo—) = f(xo) = f(xo+)

esitliklerinin gecerli olmasidir.

2) Siireksiz fonksiyonlarin noktasal limit fonksiyonu siirekli olabilir. Gercekten Ornek 1.5) *de tamimlanan f;,
fonksiyonu r,, = % rasyonel sayisinda f,(r,—) = 1— % # 1+ % = fn(rn+) gercekledigi icin siireksizdir.
Oysa {fn}o | siireksiz fonksiyonlarmin noktasal limit fonksiyonu Vz € A = [0,1] i¢in f(z) = nlgr;o
fn(x) = 1 gergekler, sabit fonksiyondur, siireklidir.
3) Siirekli sinirlt fonksiyonlarin noktasal limit fonksiyonu sinirsiz olabilir. Gergekten bilindigi gibi, ancak ve
yalmz agagidaki esdeger kosullardan birisini gercekleyen bir f gercel degerli fonksiyonuna simirh fonksiyon
denilir:

Kosul 1: 3a,b € R,a < bve f(Tan(f)) C [a,b].

Kosul 2: 3M > 0, f(Tan(f)) C [-M, M].

Birinci kosulun yerine a < b ve a < f(z) < b (Vo € Tan(f)), ikinci kosulun yerine |f(z)] < M
(Vx € Tan(f)) yazilabilir. Dikkat edilirse Kosul 2 gecerli ise a = —M ve b = M alarak Kosul 1 ’in ge-
cerli oldugu, tersine Kosul 1 gecerliyse M = |a|V |b|] = max{]|a|, |b|} tammlayarak —M < —|a| < a <

flx) < b < |bl < M veboylelikle —M < f(z) < M (VYx € Tan(f)) yani |f(z)] < M (Vz € Tan(f))
n ;T e (0, %]

bulunur kisacas1 Kosul 2 elde edilir. Simdi A = (0, 1] ve f,(z) = (Vx € A,Vn € N)
zore [

olsun. Dikkat: f,,(1—) =n = f,(2+) (¥n € N) ve f, ((0,1]) € [0,n] (Vn € N) nedeniyle tim f, fonk-

[e's)
n=1

siyonlart siirekli ve simirhidir. Oysa herbir x € A = (0,1] = (n%rl, ﬂ icin, tipk1 Ornek 1.4) ’yapildig1

gibi 3n, € N,z € [2,1] (Vn > n,) ve fu(z) = 2 (Vn > ny) nedeniyle f(z) = li_>m falz) = 1

(Vx € A) bulunur. Bu noktasal limit fonksiyonu sinirsizdr, ¢iinkii zaten 0 < f(z) (Vo € A) oldugun-

dan f(x) < M (Vx € A) gerceklenecek bicimde M > 0 sabiti yoktur, ¢iinkii A/ > 0 ne olursa olsun

TM € (0,1] = Aigin f(zp) = M 4+ 1 > M olmaktadr, kisacas: f noktasal limit fonksiyonu

T M1
smirsizdir.

Yukaridaki Uyari 1 ve Uyari 3 *de goriilen garipliklerin gerceklesmedigi yakinsama tiirii diizgiin yakinsamadir.

Tanmm 3: ) # A C R alt kiimesi, f,, : A — R (Vn € N) fonksiyonlar1 ve onlarin A kiimesinde tanimli

f = lim f, noktasal limit fonksiyonu verilsin. Ancak ve yalniz
n—o0

Kosl: Ve > 0,3n. € N, sup|fn(z) — f(z)| <e (Vn > ng)
€A
kosulu gerceklendiginde {f,,} - ; fonksiyon dizisine f = lim f, limitine diizgiin yakinsiyor denilir ve
n—o0
f 2 Jim fnyada f, A f yazilir. Bu tamimdaki kosul yerine ona esdeger olan
n—oo

Kos2: Ve > 0,3n. € Nysup |fo(x) — f(z)|<e (Vn>n.)
z€A
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Kos3: Ve > 0,3n. € N,|fn(z) — f(z)| <e (Vx € A,Vn > n.)

kosullarindan herhangi birisi de yazilabilirdi. Ger¢ekten tamimdaki kosul gecerliyse, apagik bicimde Kog2
kosulu gecerlidir, ciinkii iyi bilindigi gibi ¢ < d i¢in gerek yeter kosul (= gyk) ¢ < d ve ¢ = d bagdasmaz
iddialarindan tam birisinin gecgerli olmasidir; tersine Kos2 gecerliyse, 0zel olarak ¢ > 0 verildiginde dn. €
N, sup |fn(z) — f(x)] < % (Vn > ng) olur, buradan 3n. € N,sup |f,(z) — f(z)| < € (Vn > n.) bularak
Kongkowlu elde edilir. Kos2 ve Kos3 kosullarinin egdegerligiwneiAsiz gosterin, clinkii asagidaki cikarsama
gecerlidir.

Ve € Figinz < ag = sup E < ag

Ote yandan bir A C R alt kiimesinde tamimli f gergel degerli fonksiyonu eger stmrliysa, yani | f(z)| < M

(Vz € A) kosulu gerceklenecek bigimde bir A/ > 0 sabiti, eger varsa, || || ya da bazen || f|| , isaretiyle yazilan

Ifll = flla=sup |f(z)]  (SM)
€A

supremumu kesinlikle var ve iyi tanimhidir. Ozellikle A = [a, b] ve f fonksiyonu bu aralikta tanimli, gercel
(ya da kompleks) degerli ve siirekliise sup |f(z)| supremumu iyi tanimlidir, hatta [a, b] kapali-sinirh arali-

z€[a,b]
ginda siirekli gergel degerli f icin Weierstrass’in tinlii teoremi ile 3z € [a, b], | f(x0)| = m[a% | f(x)| olur ve
z€[a,
her maksimum supremum oldugundan (dikkat: ) # E C R i¢in max F = yo tammliysa yo = sup F olur, (ne-
den?)) ||f]| = sup |f(x)] = ma;%] |f(x)| = |f(zo)]| olur. f siirekli olmasa bile || f|| say1s1, negatif olmayan
z€la,b] zcla,

| f(x)| gercel sayilarinin supremumu oldugu ve boylece her z € A icin 0 < |f(x)| < || f|| gerceklestiginden,
kesinlikle

0 <[]

gegerlidir. || f|| negatif olmayan gercel sayisina f fonksiyonunun supremum normu denilir. Dikkat: herz € A

igin |f ()] = |~f(2)| = |(~f) ()] oldugundan [|f]| = ||| gozleyiniz.

Norm bilgisi kullanilarak, Tanim 2 yeniden ve kisa bir bigcimde sdyle yazilir: Ancak ve yalniz
Ve >0,3n. e N ||f — flla <e (Vn > ng)

kosulu gegerliyse { f,, } - ; fonksiyon dizisine f fonksiyonuna A kiimesinde diizgiin yakmsiyor denilir. Dik-
kat edilirse

0< |fu(@) = f@)| < Ifu—fllg<e (Vo€ AVn>n)

gerceklestiginden, herbir z € A igin { f,,(z)}, - dizisinin limitinin var ve f(z) oldugu, kisacasi f(z) = lim
n—oo

fn(z) (Y € A) oldugu anlagilir, yani {f,} -, fonksiyon dizisi A kiimesinde f fonksiyonuna eger diizgiin

16



yakinsiyorsa Oncelikle noktasal yakinsar. Bagka bir soyleyisle diizgiin yakinsama gecerliyse noktasal yakin-
sama sonucu ¢ikarsanir. Oysa { f,, },- ; fonksiyon dizisi eger f = nh_}ng)lo fn limitine noktasal yakinsiyorsa,
diizgiin yakinsamanin ger¢eklesmesi gerekmez. Ornegin, f,, fonksiyonlar siirekli oysa f = nhﬁn;o frn noktasal
limit fonksiyonu siireksiz ise, bu yakinsama kesinlikle diizgiin yakinsama olamaz, c¢iinkii asagidaki temel Te-
orem 1 gecerlidir. S6zgelimi f,(z) = 2" (Vx € (—1,1],Vn € N) bi¢ciminde tanimlanan { f,,} - ; fonksiyon

dizisinin noktasal limit fonksiyonu

0 sz e (—1,1)

f(x) = lim f,(x) =

olup, bu fonksiyon apagik bi¢cimde f(1) = 1 # 0 = f(17) sagladig1 igin (—1, 1] aralifinda = 1 sag ug

o0

n—1 dizisinin noktasal limitidir,

noktasinda siireksizdir, dolayisiyla f fonksiyonu A = (—1, 1] araliginda { f,,}
fakat diizgiin yakinsak limiti olamaz, ciinkii f,, fonksiyonlarinin hepsi A kiimesinde siirekli oysa f = lim
n—oo

frn noktasal limit fonksiyonu A kiimesinde siirekli degildir, bu nedenle agsagidaki Teorem14) kullanilir. Ayrica

rn = =L rasyonel sayilari igin nh—>Holo Ty = nh_)rgo (1 —1) =1 fakat nh_)rgo fn(rn) = nh—>Holo (1— Ly =
% # 1 = f(1) oldugundan Teorem 2ii) nedeniyle de{ f,} -, fonksiyon dizisinin (—1,1] kiimesinde f
noktasal limitine diizgiin yakinsamadig: anlagilir. Ayrica her = € [0,1) icin f(z) = 0 ve f,(1) = f(1)
boylece supyeo 1) [fn(2) — f(2)] = sup,ejo1) [ fn(x) — f(2)| oldudundan, ny € N ne olursa olsun asagidaki

gozlenerek de ayni sonuca ulasilir:

1= sup z"= sup |fu(z)— f(2)| £ 5 (Yn > ng).
z€[0,1) z€[0,1)

Teorem 2: i) Siirekli fonksiyonlarin diizgiin yakinsak limiti siireklidir.
i1) Diizgiin siirekli fonksiyonlarin diizgiin yakinsak limiti diizgiin stireklidir.
i41) Stirekli ve sinirh fonksiyonlarin diizgiin yakinsak limiti siirekli ve sinirlidir.

Kamitlama: i) A kiimesinde f 4 nh_)rgo fn gecerli ve tim f,, fonksiyonlar1 A kiimesinde siirekli olsun.
Amacimiz f fonksiyonunun herbir zy € A noktasinda siirekli oldugunu gostermektir. O halde uygun bir
d: > 0 yardimiyla ¢ > 0 verildiginde |x — zg| < 6. = |f(z) — f(zo)| < € ¢ikarsamasini gostermeliyiz.
Oysa diizgiin yakinsama nedeniyle In. € N, || f, — f|| < % (Vn > n.) gegerli oldugundan, keyfi segi-
len bir ng > n. dogal sayist alinarak, f,, fonksiyonu zy € A noktasinda siirekli oldugundan 35, > 0,
|z — 20| < 9c = | frno (@) — fro(x0)| < % gegerli ve iistelik ng > n. nedeniyle || fr, — f|| < % gozleyerek

sonugta |x — xg| < J; ise kisacast x € (xo — de, xo + 0c) ise agsagidakiler bulunur:
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[f(zo) = f(2)] <|f(20) = fno(20)] + | fro (20) — Fro ()| + [fno (x) — ()]
< Hf - fno” + ’fno(xo) - fn0($)| + ano - f”

2¢ €

=2 ”fno - f“ + |fno(x0) — fno(x)’ < ? —+ g = €.

i) Bilindigi gibi A = T'an(f) kiimesinde tanimli gergel degerli bir f fonksiyonuna, ancak ve yalniz,

Ve >0,30. >0, z,y € Ave |z —y| <. = |f(x) — f(y)| <e

cikarsama kosulunu gerceklerse A kiimesinde diizgiin siireklidir denir. Bu tanimda ¢ > 0 sayisina kargilik
belirlenen 6. pozitif sayisina, € sayisina karsi belirlenen diizgiin siireklilik sabiti denilir. A kiimesinde diiz-
giin siirekli fonksiyon apac¢ik bigimde A kiimesinin her noktasinda siireklidir (neden?), oysa diizgiin siirekli
olmayan siirekli fonksiyonlar vardir. Ornegin, her n > 1 i¢in p,(z) = 2" (V2 € R) polinomlar bu nitelik-
tedir, 6rnegin po(z) = 22 fonksiyonu R kiimesinde higbir ¢ > 0 sayisina karsilik bir diizgiin siireklilik sabiti

belirleyemez, ¢iinkii 5 > 0 ne olursa olsun,

o+2)-

gercekleyen sayillamaz sonsuz tane z € R belirlemek ¢ok kolaydur, ¢iinkii iinlii Arsimet ilkesi nedeniyle,

pa(z+ ) — pa(e)

<d ve €<
2

€ > 0ve d > 0ne olursa olsun € — % < dn; olacak bi¢cimde bir n. € N belirlenebildiginden, sonugta n, < x
gercekleyen her x € R igin ¢ — % < dne < dx ve boylece ¢ < ox + % = |pa(z + %) — p2()| bulunur.

Siz p3(x) = 3 ve py(x) = x* polinomlarinin R kiimesinde diizgiin siirekli olmadigimi benzer yontemle
1

gxzy

olacak bigimde = < &, ,, < y var oldugundan, f(z) = ¢nx dogal logaritma fonksiyonu 0 < a ne olursa olsun

gosteriniz. Buna kargilik iinlii Ortalama Deger Teoremi nedeniyla x < y ise fnz — fny = (x — y) -

1
[a, 00) simrsiz araliginda diizgiin siireklidir, ciinkii Ay = — > 0 olmak iizere, x, y € [a, c0) ne olursa olsun
a
|tnx — ny| < My |z — y| gergekler (neden?) , boylece |z — y| < 0. = Mi ise |[fnx — ¢ny| < ¢ bulunur.
0
Simdi, tim f,, fonksiyonlar1 A kiimesinde diizgiin siirekli ve f 2 Yim fn olsun.
n—oo

Iddia: f fonksiyonu da A kiimesinde diizgiin siireklidir; ciinkii i) kamtlamasinda kullanilan fno diizgiin

stirekli oldugundan, € > 0 verildiginde § sayisina kargilik uygun bir . > 0 sayesinde |z — y| < 0. ve 2,y €
Aise| fng () — fng (y)| < § ve orada yapildigr gibi | f(z) — f(y)| < 2[[f = fuoll + [fno (%) = fro(W)| < €

bulunur. Kisacas1 f fonksiyonu her € > 0 sayisina karsilik bir diizgiin siireklilik sabiti belirleyebilmektedir.

1i1) Hem A kiimesinde f 2 im fn oluyor ve tiim f;,, fonksiyonlar1 A kiimesinde siirekli ve sinirliysa, yani
n—oo
herbir n € N igin f,, suirekli ve | f,(z)| < My (Vz € A) olacak bi¢imde bir My > 0 sabiti vardir (neden?),

zaten 7) sikki nedeniyle f siireklidir.
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Simdi, agsagidaki Teorem 2’ den 6nce siklikla yararlanacagimiz su temel bilgiyi gérelim:

Yardima Teorem 4: Bir f : A — R! fonksiyonunun 2o € A noktasinda siirekli olabilmesi icin gyk bu
noktada dizisel siirekli olmasi, yani terimleri A kiimesinden alinip nlgréo a, = xo gercekleyen her {a,} -,
dizisi i¢in nh_}rgo f(ay) = f(xo) kosulunun gerceklenmesidir.

Kamtlama: Gereklik: f fonksiyonu o € A noktasinda siirekli ayrica nh_{go an = xo olsun. € > 0 ve-
rildiginde siireklilik geregi 30, > 0, f ((zo — 0z, x0 +9:) NA) C (f (zo) — ¢, f(x0) + €) olur, yani her
x € (xg — gy wo + 0:) N Aigin f(xo) —e < f(x) < f(zo) + € kisacast | f(x) — f(z0)| < € gerceklesir.
Oysa nh_}nolo a, = xo nedeniyle zy — d: < a, < xo + d: (Yn > n.) olacak bicimde bir n. € N var-
dir. Sonugta her n > n. i¢in a,, € (xg — 0z, 29 + 0c) N A boylelikle f(an) € f((xo — de,x0 + ) NA)
C (f (zo) — &, f(xo) +¢) yani | f(an) — f(x0)| < & (Vn > n.) olur, buysa nlg]go f(an) = f(zo) demektir.
Yeterlik: Yeterlik varsayimi gecerliyken f fonksiyonu zy € A noktasinda siirekli olmasaydi, agagidaki sii-
reklilik kosulu gerceklesmezdi:

Ve > 0,30: > 0, f ((zo — 0z, x0 + ) NA) C (f (w0) — &, f(x0) + €) O halde su kosul gergeklesirdi: Kos:
Jeo > 0¥ > 0, f ((wo — 0,20 +6) N A) € (f (x0) — €0, f(z0) + €0). Dolayisiyla §,, — 07 gergekleyen
pozitif terimli herhangi bir {4, },-_; dizisinin terimleri i¢in f ((zo — n, 20 + 6n) N A) € (f (z0) — €0, f(z0) + €0)
(Vn € N) olur, boylelikle asagidaki sonug bulunurdu:

Vn € N, day, € (z0 — 0n, xo + ) N A, f(ay,) € (f (z0) — €0, f(x0) + €0)

Bu sonug ise yeterlik varsayimu ile gelisirdi, ¢iinkii 0 < |a} — 20| < 0, (Vn € N) ve lim 6, = 0 oldu-
n—oo
gundan, iinlii Sikistirma Lemmasi kullanilarak lim |a) — 29| = 0 yani lim a} = xz( bulunarak yeter-
n—o0 n—oo
lik varsayimi nedeniyle lim f (a}) = f (z¢) olmast gerekirken bu gerceklesmezdi, ¢iinkii f(zg) — o <
n—oo
f(ak) < f(xo) +eo gergekleyen tek bir f (a) bile yoktur, ¢eliski! Demek ki yeterlik varsayimi gecerliyken

f fonksiyonu xy € A noktasinda siirekli olmak zorundadir, bitti!

Teorem 3: i) A kiimesinde f 2 Yim fnolmastile lim | f, — f|| 4, = 0 kosullar1 esdegerdir.
n—oo n—oo

xo = lim =z, € A limiti varsa asagidaki gecerlidir:
n—oo

lim fn($n) = f(a:O) = f( lim xn)

n—o0 n—o0

i11) { fn},, stirekli fonksiyonlar dizisinin f = lim f,, noktasal limiti A kiimesinde tanimh, fakat uygun bir
n—o0
yakinsak {z,} > | € A¥ dizisiigin lim f,(z,) # f(lim z,) oluyorsa f = lim f, yakinsamasi diizgiin
n—00 n—00 n—r00

yakinsama degildir.
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iv) A kiimesinde f 2 lim fanveg 2 lim gn ise a, b € R sabitleri ne olursa olsun a f,, + bgy, La f+bg
n—oo n—oo

olur.

v) a € R sabiti ne olursa olsun || < 1ise lim n®z" = 0 olur. Bu noktasal yakinsama diizgiin yakinsama
n—oo

degildir.

Kamtlama: ) Diizgiin yakinsama tanimindan kolayca ¢ikarsanir.

i) f 2 Yim fn , tum f,, fonksiyonlar1 A kiimesinde siirekli ve o = lim x, ise | f,(z5) — f(z0)| — 0 olur,
n—oo n—oo

giinkii 0 < [fn(2n) = f(20)| < [fn(zn) — f(zn)| 4+ [f(2n) = f(zo)] < fn = FIl + |f(2n) = f(20)| = n

(Vn € N)olur, burada f fonksiyon siirekli (neden?) ve x,, — 1z nedeniyle Yardimci teorem 3 kullanilarak

f(xn) — f(z0) oldugundan, 7) sikki kullamlarak yukaridaki {e, } . ; negatif olmayan gercel sayilar dizisi

sifira yakinsar (neden?), boylelikle istenen bulunur.

i41) Bir onceki siktan ¢ikarsanir.

iv) Oncelikle, A kiimesinde tanimli gercel degerli ve sinirl f ve g fonksiyonlart igin, kolayca

1F +glla < UIflla+ llglla

elde edilmelidir, oysa her z € A icin |(f + g)(z)| = [f(z) +g(z)| < [f(@)] + lg(x)] < [fll4 + llglla

nedeniyle kolayca ||f + g|| = sup |(f +¢)(z)| < [|fll4 + |lg]| 4 bulunur. Sonugta, bu siktaki hipotezler
z€A

altinda, her n € Nigin |[(afn 4 bgn) — (af +bg)|| = |la(fn — f) = b(gn — 9)II < la| - [fu = FII + [b] -

llgn — gl| = 0n, gerceklestigi ve d,, — 0 oldugundan istenen bulunur.

v) Bu sikki kanitlamak i¢in, ispat1 ileride verilecek olan su temel bilgiyi kullanalim: Pozitif terimli bir {a,, },- | €
R* dizisi i¢in

(x) eger lim fntl

<1 ise lim a, =0
Qnp, n—oo

.. . . Ap+1
olur, 6zellikle lim —+
n—0o  Qp

< lise lim a, = 0 gegerlidir. O halde a,, = n®|z|" (Vn € N) ve 0 < |z| < 1
n—oo

. An+1 (n+ 1)a 1 o . . .1 a.n
olmak tizere = |z| = |z|- (14+ —)* — |z| < 1 nedeniyle lim a, = 0yani lim [n%z"| =0
ap n n n—oo n—o0
bulunur, buysa lim n®z™ = 0 demektir. z = 0 i¢in (ayrica « < 0 i¢in z € (—1,1) ne olursa olsun)
n—oo

lim n“z™ = 0 gozleyiniz. Demek ki
n—oo

Vr e (—1,1),Ya € Rigin lim n%" =0

n—oo

olmaktadir. Oysa, o > 0 yani o € R ise f,,(x) = n®z" siirekli fonksiyonlarinin A = (—1, 1) agik araliginda
noktasal limit fonksiyonu f(z) = lim f,(z) = lim n®z™ = 0 olur, fakat bu noktasal yakinsama, kesinlikle
n—oo n—oo

diizgiin yakinsama degildir, kisacast || f, — f||4, — O kosulu gerceklesmez ciinkii, dikkat edilirse @ > 0
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oldugunu unutmadan

vn e Nigin |[fn = flla = lfnlla = n% = 00

gecerlidir. Gergekten Ornek 0.6°da gozlendigi gibi

[folla = sup [fu(z)l = sup n%[z]" =n® sup [z =n-1=mn

ze(—1,1) ze(—1,1) ze(—1,1)

gecerlidir.

* Teorem 4: f : [a,b] — R fonksiyonu ve her n € N i¢in f,, : [a,b] — R fonksiyonlart siirekli olsun. [a, b]
araliginda f 4 nh_)rgo [n olabilmesi i¢in gyk, terimleri [a, b] aralifinda alman her yakinsak {z,,} -, dizisi
ve { fu}32; fonksiyon dizisinin herbir {f,,,, }_, alt dizisi igin lim £y, (v) = f ( Tim_ azm> esitliginin

gerceklenmesidir.

Kanitlama: Gereklik Teorem 2. 7i) nedeniyle apagiktir. Tersine yeterlik kogulu gergeklendiginde f 4 li_>m
n—oo

fn yani li_)m | fn — f|| = 0 baska bir yazisla Kos: Ve > 0,3n. € N,0 < ||f, — f|| < € (Vn > n.) kosulu
n—oo

gerceklenir, ¢iinkii eger gerceklenmeseydi
Jep > 0,Vn € N,AN > n,e0 < ||fv — fll

gerceklenir, boylelikle timevarimla tamimlanacak olan uygun bir kesin artan ny < no < -+ < Ny < N1 <
.-+ dogal sayilar1 sayesinde g9 < || fp,, — f|| (¥m € N) olurdu (neden?). Herhangi bir 0 < d¢ < &g pozitif

sayist secerek kolayca asagidakiler elde edilirdi:

D ey <=l = W fon @)~ f@)] (mEN).

z€la,b]

oo < 6p +

Oysa dp < sup E ise dp < x( gergekleyen en az bir zp € E var oldugundan Vm € N, 3z, € [a,b],dy < dp+
g0 — 50
2m
gergel sayilarinin uygun bir alt dizisinin yakinsadigini bildigimizden, karisikliga yol agmamasi icin, bu alt dizi

< | fom () — f(x,)| bulunurdu, oysa iinlii Heine-Borel Teoremi geregi, bu belirlenen z,, € [a, ]

yerine {@, }o_, dizisi ile ¢calisip {x, },-_, dizisinin yakinsadigim ve {§; = lim x,, gergeklendigini varsa-
m—0o0
yalim (dikkat: £y € [a, b] olur, neden?). Sonugta f fonksiyonu siirekli boylelikle dizisel siirekli oldugundan
f (&) = f( lim :zrm) = lim f,, (2,) oldugundan
m—0o0 m

do < n}gnoo | frin (Tm) = f(zm)| = w%gnoo S (Tm) — nlgnoof(xm) = |fnm (o) = f(0)[ =0

yani 0 < &g < 0 celigkisi bulunurdu, o halde yeterlik hipotezi f 2 lim fn sonucunu verir, bitti!
n—oo

Uyarilar
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1) fo(z) = n%™ (Vx € [-1,1],Vn € N) fonksiyon dizisi de @ > 0 ise , noktasal limitine diizgiin yakinsa-
yamaz, aksi halde her =z € [—1, 1] i¢in 6ncelikle lim f,(x) limitinin var olmasi gerekirdi oysa lim f,(1)
n—o0 n—oo

ve lim f,(—1) limitleri, birer gergel say1 degildir.
n—oo

2) Yukaridaki teoremin v) sikkinin kanitlanmasinda verilen (*) bilgisi kullanilarak b,, = (n + 1)2° . (0,1)"
terimlerinden olusan {b,, } - ; dizisinin de 7}1_{1&0 by, = 0 gergekledigi anlagilir. Bilgisayar yardimiyla bu dizinin
ilk bagtaki onlarca teriminin ¢ok biiyiik pozitif sayilar oldugu gozlenebilir, 6rnegin ilk terimler b; = 220.(0,1)
= 104857,6 ve by = 3%0.(0,01) = 34867844, 01 ve b3 = 420 (0,001) = 1099511627, 776 olur, kisacasi
dizi, iiclincii terimde milyar1 gecmektedir ve birkag bin terim boyunca gittik¢e artar. Bu nedenle dogru diiriist
matematik bilmeyen fizik¢i ve miihendislerin yaptig1 gibi, bir dizinin bastan yiizlerce terimini hesaplayip,
tistelik bunlarin artarak olaganiistii pozitif biiyiikliiklere eristigini gozleyerek, bu dizinin +oo limitine gittigini

zannetmek, yanhs bir ¢ikarsama yapmaktir.
Artik somut 6rneklere gecilebilir.
Ornekler 2:

1) Asagidaki fonksiyonlarin [0, 1] araliginda noktasal ve diizgiin yakisakligini aragtiriniz.

1 x2

falx) = T+ (=12 In(x) = 24 (1)

[ r— hp(x) = 2"(1 — z).

Coziim: Ikinci fonksiyon dizisinin noktasal limit fonksiyonu g(z) = lim g,(z) = 0 (Vz € [0,1]), birinci
n—oo
dizinin ise f(0) = 3 ve f(z) = 0 (Va € (0, 1]) gergekleyen fonksiyondur. Birinci dizinin noktasal limit fonk-
siyonu f(0) # f(0+) gercekledigi icin siireksizdir, dolayisiyla Teorem 14) nedeniyle birinci dizi noktasal
limitine diizgiin yakinsayamaz. Ikinci dizi de noktasal limitine diizgiin yakinsayamaz ¢iinkii r,, = % € 10,1]
rasyonel sayilar dizisinin limiti 0 = lim r, € [0,1] oysa lim g,(r,) = 1 fakat g(z) = 0 (Vz € [0,1])
n—oo n—oo
nedeniyle g( lim r,) = ¢g(0) = 0 ve sonugta lim g¢,(r,) # g < lim rn) oldugundan, Teorem 2i7i) kullani-
n—o0 n—oo n—oo
lir. Ayrica [|gn|| = gn(1) = 1 nedeniyle lim [|g,, — 0|| # 0 olur. Ugiincii fonksiyon dizisinin noktasal limit
n—oo

fonksiyonu da sifir sabit fonksiyonudur ve bu dizi igin h, () = 2"~ (n — (n+1)z) nedeniyle, h,, fonksiyonu

n

[0, 2] aralifinda artan [;7,

Y 1] araliginda azalan oldugundan

[hn = hll = [[Anll = sup |ha(z)] = max hy(z) = ha(3i7)
z€[0,1] xz€([0,1]

— (- n.(l_L)_;.L%l.O_O
- \n+1 n+l/ = (1+l)”’ n+1 e -
n
gerceklestiginden bu sonuncu yakinsama diizgiin yakinsamadir.

22



2) Ayni soruyu asagidaki fonksiyon dizileri i¢in ¢oziiniiz:

2

fa(@) =na™(1—2), gn(z) =n’2"(1—2)°, hy(z) = 1an$7
o\ n p2k—1
on () = (1 + 5) s gn () = (1)1 @k —1)!

k=1

Coziim: Ilk dizi igin lim f,,(1) = 0 ve her € [0, 1) i¢in Teorem 2v) * de kamitlandig1 gibi lim nz™ =0 =
n—oo n—oo
lim f,(z) ve sonugta ilk fonksiyon dizisinin noktasal limit fonksiyonu f(z) = 0 (Vx € [0, 1]) olur. Oysa
n—oo
. 1 1
pn = 77 € [0, 1] rasyonel sayilar dizisi nlggo fa(pn) =01 -n(1l —pp) = W -t — ¢ gergekler
1
buna karsilik 0 = f(1) = f( lim p,) # — = lim f,(pn) nedeniyle birinci yakinsama diizgiin yakinsama
n—oo e n—00

degildir. Ikinci dizi sifir sabit fonksiyonuna noktasal yakinsar ve

| 1= llgnll = max gn(z) - o
—_ = = ax €T) = =
n—9 In z€[0,1] In Im\n+3 (n + 3)"3

2

1 1 2

—o7 (" — BN
n+3/) (I1+3)" n+3 e?

nedeniyle bu bir diizgiin yakinsamadir. Ugiincii fonksiyon dizisi i¢in h, (z) = x- ne

< z (Vz € [0,1]) gozleyerek

| = h|l = sup

z€[0,1] 1+nz

2 ‘ < na? > T 1 o
—z|= sup |z — = sup =
z€[0,1] 1+ nx ceo]l+nz  1+n
nedeniyle bu da bir diizgiin yakinsamadir. Son fonksiyon dizisi M/ > 0 ne olursa olsun [0, M| aralifinda

¢ () = e” ustel fonksiyonuna diizgiin yakinsar, ¢iinkii

T\ "
lon =@l = max fgn (@) =@ (@) = max |(1+)" e

2€[0,M] 2€[0,M] = aelon (635 B (1 + %)”)

=M -1+ =¢, >0

olur, ¢iinkii by (z) = e* — (1 + E>n fonksiyonu [0, M] araliginda azalmayandir. Gergekten her z € [0, M|
n

-1
icin b, (z) = e* — (1 + E)n >0 (n > 1) gecerlidir ¢iinkii
n
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o 2n—1

Ote yandan s(x) = Z (=)™t ( °

— . o . d o
@n =) (= sinz) olmak iizere [0, 1] aralifinda nh_>no10 qn(z) = s(z) gos

n=1
termek giic degildir, ¢iinkii

2n+ 2 1
<i

OS\Qn(l’)—S(x)\<W

(Vz €[0,1],Vn € N)

gegerlidir, ¢iinkii her x € [0,1] = I, her n € N ve her k > n igin ‘J:Qk_l} = z2#~1 < 1 oldugundan

n x%_l 0 xQn_l
lgn (z) — s (z)| = ; (-1t 1) ; (-t @n—1)
ad o akt ad 1 1 1 1
:kggf_mklmk—n!ékgiﬂ%—dﬂ:(%w%Df%@n+@T+@n+5ﬂ+

1, 1 1
BRG] < T enr@ni3)  @ni2)(@ni3) @ntd) (20t +>

= (2n 4+ 1)! <1+ (2n + 2) " (2n—|—2)4+.“>

1 > 1 m 1 1
- (2n+1)!mZ <(2n—|—2)2> T @2nt1) 1

R
=0 (2n+2)?

(2n + 2)* _ (2n + 2)? 2 +2 2n+2
@n+D%@n+@2—O 2n+1)(2n+1)(2n+3)  2n+3 (2n+1)?
2n 42 1
@nt1)?

bulunur, bdylece 0 < g, — s|; = sup |g, (z) — s (z)| <  (Vn € N) gozlenip lim ||g,, — s||; = O istenen
xzel n—00

sonug¢ bulunur.

z — (pn(@))?

2
polinomlar1 gézéniine almsin. Her = € [0, 1] i¢in f,(x) = (pn | [0,1]) (x) olsun. Bu fonksiyon dizisinin

3) po(xz) = 0, ppyi1(x) = pp(z) + (Vz € R,¥n € N) indirgene bagintilariyla tanimlanan p,,

f(z) = y/z fonksiyonuna diizgiin yakinsadigim gosteriniz. Not: f | A isareti kisitlama fonksiyonunu goster-

mektedir.

Coziim: Once tiimevarimla sunu gosterelim:

0<VE — fulz) < 722~ <2 (Vo €[0,1],YneEN).

B

Bu gosterilirse istenen diizgiin yakinsaklik iddiasi elde edilecektir. Zaten [0, 1] arahiginda ¢alisildig1 ve her

x € 10,1] igin f,(x) = pnp(x) oldugundan

0< vz —pu(z) < z_ﬁﬁi (Vz € [0,1],Vn € N) (1)
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2_;'2_;1/\5/5 < Z\\; 2 gegerlidir. Her z € [0, 1] i¢in (2 — /&

boylece kolayca, /2 <1 <2ve0 <z —pi(z) = o —

géstermek yeterli olur, ¢iinkii
_ f 2
> =3 +Vz

bulunur. O halde (1) iddias1t n = 1 igin gosterilmis olunmaktadir. Bu iddia n i¢in dogru varsayilsin.

\_/

24 va) =
{( - VE)

| /\

4ve

2\/x
2+
Bu varsayim altinda n + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim. () iddiast n i¢in dogru varsayildigindan hem 0 <
VE—pa() Ve hem /T —pa(x) < 5205 < 2% = /& ve bdylece p(2) < v/& < Va+pa(@) (Va € [0,1))
ve dolayisiyla \/x + p,(z) < 2y/x < 2 yani % < 1ve 0 < v/ — py(x) bilgileriyle

l\D\H
IN

proa(w) = (o) + LD < (0) 4 (= ) = Vi

f_pn+1($):f_pn(x)_(\F_pn(x))(\f_'_pn ) (\/’ pn( )) |:1_\/W:| >0

2 2

V' + pn(x) Vi

5 <1- 5 oldugundan

VE = pusale) = (VB - pa(o)) |1 VEEP < VT (G VB e o)

ayrica \/x < \/ + p,(x) nedeniyle 1 —

2 2 +nyx 2
ayrica % < i gozleyip tiim bunlardan (1) esitsizlikleri eger n igin dogru ise asagidakini bularak

e N 2/ v =2/
0 < Vz—ppgi(z) < 24nyz (1 - 7) < 2tz (1 - 2+(n+1)\/5) - 2+ DV

(1) esitsizliklerinin 7 + 1 i¢in de dogru sonugta tim n € N dogal sayilar i¢in gecerli oldugu gosterilmis
olur. Siz, tim p,, polinomlarinin tiim katsayilarinin birer rasyonel say1 oldugunu, indirgeme bagintisindan

yararlanarak kanitlayiniz. O halde,

O<'1 1‘_‘ 1

I~ aly)| =[G - )| < U - fll (e

ve || fn — f|| = O nedeniyle, r,, = p, (%) rasyonel sayilar dizisinin r,, — —= yani lim r, = —= gercekledigi
V2 n—»00 V2
ayrica gozlenmis olur. Ayrica g, (z) = pp(2?) (Vo € R) polinomlarini [0, 1] araliginda ¢(x) = |z| = Va?

fonksiyonuna diizgiin yakinsadig1 anlagilir.

4) [0, 1] araliginda siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsayan siireksiz fonksiyonlar dizisinin varligin1 gosterin.

38

€[0,1]NnQ
Coziim: f,(x) = (Vn € N,Vz € [0,1]) fonksiyonlarinin herbiri tiim irrasyonel-

1 ,1'6[0,1]—@

n

lerde siireksizdir. Gergekten, herhangi ng € N i¢in f,, fonksiyonu, herhangi bir zy € [0, 1] — Q irrasyonel
noktasinda siireksizdir, ¢tinkii lim r, = z( gercekleyen, sayilamaz sonsuz tane yakinsak ve rasyonel terimli
n—oo

{rn}o2, dizisi vardir. (dikkat: tiimevarim kullanilarak, herhangi iki farkli gercel say1 arasinda sonsuz tane

25



rasyonel say1 yer aldigi igin, zp < -+ < r3 < (xg + %) Ary < rg < (x0 + %) Ary <1rp < xzo+ 1
rasyonel sayilar1 belirlenirse (bunun igin 6nce o < 11 < z¢ + 1 rasyonel sayisini , sonra xg < (xg + %) AT
gozleyerek xo < ro < (g + %) A7y rasyonel sayisiny, ... tammlayin) xg < 7, < Zg —1—% (Vn € N) ve boylece
0<|rn—zo|=rn—20< % (Vn € N) nedeniyle lim |r, — 29| = 0 yani lim r, = xq elde edilir). Oysa
7]7:—>OO n—oo

_ 1 ' B T SR T _ xg .
fno(wo) = 5~ fakat 7111_)rr()1@ Jro (7n) nh_{glo o nh_}rgo rn = 32 olur, kisacast r, — xo olmasina kar
sin fr,(rn) — fno(xo) gerceklesmemektedir, bu nedenle f;,, fonksiyonu tiim irrasyonellerde siireksizdir. O
halde n herhangi bir dogal say1 oldugundan, tiim f,, fonksiyonlar: tiim irrasyonellerde siireksizdir. { f,,} - ;

siireksiz fonksiyonlar dizisinin noktasal limit fonksiyonu sifir sabit fonksiyonu olup, A = [0, 1] kiimesinde

Ifo =0l = llfull = sup fu(z) = max fu(z) = fu(l)=; —0
1‘6[0,1] :EG[O,H

gerceklestigi icin bu yakinsama diizgiindiir.
5) f : R — R fonksiyonu her yerde tiirevlenebilir ve iistelik f” tiirev fonksiyonu R kiimesinde diizgiin siirekli
ise
gn(x) =n-(flz+1)— f(z)) (Vz € R,Vn € N)
biciminde tanimlanan {g, }, ; fonksiyon dizisinin f’ fonksiyonuna diizgiin yakinsadigim gosterin.

Coziim: Her = € R ve her n € N icin, f tiiretilebilir oldugundan

1
= f’(gn,x) ve <&z <TH+ -

kosullarini saglayan &, ,, gercel sayilarin var olduguna, ayrica f’ tiirev fonksiyonu tiim R kiimesinde diizgiin
siirekli oldugu i¢in, € > 0 sayisina karsilik f’ fonksiyonunun belirledigi diizgiin siireklilik sabiti 6. > 0 ise,
Arsimet Ilkesiyle 1 < n.d. gercekleyen n, € N dogal sayisim belirleyip ( ya da [i + 1} = n. tanimlayarak,
her n > n. icin |gn(x) — f'(z)] = |f'(&ne) — f'(z)] < € bulunur, ¢iinkii £, , — 2| = & — 2 < % <

1
— < 4. gegerlidir, sonugta
Ne

Vn > n. igin Hgn — f’H = sup |gn(a:) — f’(x)‘ <e
zeR

bulunur, bu sonug istenendir.

R kiimesinde A; C Ay C Az C ... gergekleyen yani A,, C A, 11 (Vn € N) tekdiize azalmayanlk ko-
o0
sulunu gercekleyen {A, } 7 | kiime dizisi ne olursa olsun, A* = UA” yazilmak iizere lim x4, () =
n—o0
n=1

x4+ (z) (Vx € R) gergeklesir, fakat bu yakinsamanin diizgiin yakinsama olmasi gerekmez. Bu 6rnegi kav-

rayabilmek i¢in 6nce herhangi bir A C R alt kiimesi i¢in x4 : R — {0, 1} karakteristik fonksiyonunu
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tanimlamaliy1z:

l;2€ A
xa(r) = (V€ R)
0;zeR-A
biciminde tanimlanan fonksiyona A kiimesi indisli karakteristik fonksiyon denilir. Dikkat: x4 = xp

kisacast x4 () = xB(x) (Vx € R) olabilmesi i¢in gyk A = B gerceklenmesidir (neden?). Dikkat edi-
o0
lirse g (V2) = 0 ve X[, (1) = 1 gerceklesir. Simdi herhangi 2 € A* = UA” alimsin, o halde

n=1

dng € Nyxz € Ay, € Apg+1 € Apyt2 C ... kisacast her n > ng igin x € A, boylelikle x4, (z) = 1
oo

(Vn > ng) nedeniyle lim x4, () =1 = xa~ (x) olur, yokegerz € R— A*ise x ¢ A* = U A,, nedeniyle
n—oo
n=1
hem y 4+ (z) = 0 hem de her n € Nicin z ¢ A, ve x4, () = 0 nedeniyle h_}m X4, () =0 = xa~ (x),
n—oo
kisacasi her © € R igin x4+ (z) = lim x4, (=) olmaktadir. Bu sonu¢ lim x4, = x4+ demektir. Buna
n—oo n—oo

2 1
karsilik her n € Nigin A, = [%, 1] araliklar1 tanimlanirsa, her n € N igin 7, nt

1
e ey C
n (D) < ) €

S

o
[n%rl,l] —[%,1] = Ap1 — A, ve ayrica A* = UA” = (0,1] gozleyerek, her n € Ni¢in r, ¢ A, ve

n=1

XA, (rn) = 0ver, € Ay € A* ve x4 (rp) = 1 nedeniyle, iistelik her z € R ve her n € N igin ya

Ixa, () — xa~ (x)] = 0yada|xa, (z) — xa~ (x)] = 1 gerceklendigi unutmadan

1> xa, — xal| = sup IxA, () = xa+ ()| > |xa, (Tn) — xa ()] =1
xe

ve boylece lim ||xa, — xa+| = 1 # 0oldugu igin x4+ (z) = lim x4, () (V& € R) noktasal yakinsama-
n—oo n—o0

sinin diizglin yakinsama olmasi gerekmedigi anlasilir. Bu yakinsamanin diizgiin yakinsama olabilmesi i¢in
gyk {A,},2, kiime dizisinin belirli bir indisten sonra sabitlenmesi kisacas1 Ing € N, A,y = Apj41 =
Apoyy2 = --- gerceklesmesidir, gosteriniz. Acaba C ... C A3 C Ay C A; gergekleyen {A,,} 7, kiime
dizisinin noktasal ve diizgiin yakinsadig1 karekteristik fonksiyon nedir?

1 1
6) Her n € Ni¢in [,, = {27&1, 2n> ve fn(x) = sin (nz) - x1, () (Vo € [0,1]) olsun. {f,} -, dizisinin
noktasal limiti nedir? Bu noktasal limitine diizgiin yakinsar mi1? Neden?
Coziim: 0 ¢ I,, (Vn € N) ve sin (n0) = 0 nedeniyle f,,(0) = 0 (Vn € N) ve sonugta f(0) = li_>m fn(0) =0

n—oo
olur. Ayrica herbir z € (0,1] igin arsimet Ilkesiyle In, € N,1 < n,z < nx < 2" (Vn > n,) boy-
1 1 .
gl Sgn < (Vn > ng) nedeniyle = ¢ I, (Yn > ny) ve sonugta g, () = 0 (Vn > ny)
ve fn(x) = 0 (Vn > n,) nedeniyle f(x) = lim f,(z) olur. O halde f = lim f, noktasal limit fonk-
n—oo n—oo

lece 0 <

siyonu f = 0 olur. Ustelik bu yakinsama diizgiindiir, ciinkii || f,,|| = sup |fn(2)] = sup || fn(2)] =
6[0,1] zel,
sin(na)|| = si (”)—>o lur, giinkii her z € I, i¢in 0 < n <z < <1< Db

sup ||sin(nz)|| = sin (— olur, ¢iinkii her = icin — < nr < — — boy-
xe}i on ¢ n 1§ on+1 on 9 y
lece 0 < sin(nx) < sin (%) (Vn € N) olur, iistelik siniis fonksiyonu (0, g) araliginda artandir; oysa
lim - = lim n(0,5)" = 0 ve sinils siirekli oldugundan lim sin (ﬁ) — 0 bulunur. Bu istenendir!
n—oo 2N n—00 n—00 omn
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: 2
SIN(7T) L im fn = 0 oldugunu, fakat bu yakinsamanin
n—oo

T)Hern € Nveherz € I = (0,1) i¢in f,(z) =

diizgiin olmadigim gosteriniz.

Coziim: Her n € N ve her z € [ i¢in 0 < |f,(z)| < -1 nedeniyle 1i_>m falx) =0 (Vfc € I) bulunur. Fakat
n—oo

n € N) boylelikle

3

inli sinz > 2 — 5 (Vo > 0) bilgisi kullamlirsa, kolayca || f, — 0|7 = || fullr >

5 (v
nl;rgo || fullr = 400 bulmak gii¢ degildir, ¢iinkii yukaridaki esitsizlik kullanilirsa f,,(z) > -1 (n?z — ”(;9,63)

n(l — %) (Vn € N,Vz € I) boylece asagidaki sonug elde edilir:
n?z)? . n2z)? n
1= Ol = fulls = 509 172 2 sup [(0)] = (supa - (GU) >n ( inf (1 <6>>) >z

z€ln z€ly, z€ln
V3

burada her n > 2 i¢in ¢, = ¥ olmak iizere I, = (0,¢,) (C I) alt araliginda 1 — 2)? ) > 1 g6zlenmistir

(nas11?).

8) Yukaridaki fonksiyon dizisi f,(0) = 0 ve her z € (0, 1] i¢in yine f,(z) = % bigiminde tanim-
lansin. fy = lim fn = 0 gergeklendigini oysa her n € N i¢in fn(l) = sinn nedeniyle 0 = f(0) =

hm fn( ) gerceklesemedigini (neden?) gozleyerek bu durumda da f;, 240 olmadigini ¢ikarsayiniz.

Simdi sirada yararl ve iinlii bir Teorem var: R kiimesinde kapali-sinirlt kiimelere tikiz kiime denilir.

[0,1] ve [0,1] U [g, 2] ve C Cantor kiimesi tikiz kiime ornekleridir.

Teorem 5 (Dini Teoremi): A tikiz kiimesinde siirekli gergel degerli { f,,} -, fonksiyonlar dizisi, f fonksiyo-
nuna tekdiize yakinsiyor, iistelik f siirekli ise, bu yakinsama diizgiindiir.

Kamtlama: Once f1 < fo < f3 < --- < f = nlgrl;o fn olsun, gerek tiim f,, fonksiyonlar1 gerekse noktasal
limit fonksiyonu f, A kiimesinde siirekli olsun. O halde g, = f — f, (Vn € N) fonksiyonlar1 hem A
kiimesinde siirekli ve hem de f,, < fr41 < -+ < f (Vn € N)nedeniyle 0 < gny1 = f—fot1 < f—fn = 0n
(Yn € N) ve ayrica lim gn = 0 olur. Simdi € > 0 verilsin. g,, siirekli fonksiyonu altinda (—¢,¢) agik
araliginin ters goriintii kume31 (temel topoloji bilgisiyle) acik kiimedir ve 0 < g, (Vn € N) oldugundan
g, (—€,€)) = g, ((—€,0) U g, 1([0,¢)) = g, ([0, ¢)) bulunur, giinkii higbir z € A igin g,(z) < 0 ve
boylelikle g,(z) € (—¢,0) olmadigindan g, *((—¢,0)) = 0 gegerlidir. Ustelik A = |J°°,g;,%([0,¢)) olur,
ciinkii herhangi * € A alindigindan 0 = nh—>nolo gn(x) nedeniyle In, € N, 0 < go(z) < € (Yn > ny)
ve sonugta 0 < gn, (z) < € yani gn, (x) € [0,€) nedeniyle z € g,'([0,¢)) C U219, '([0,¢)) bularak
A C U2 ,9,1([0,¢)) elde edilir, ters kapsama, her n € N igin g, ([0,€)) C A nedeniyle apagiktir. Oysa

A(C R) alt kiimesi tikiz oldugu ve iistelik

() Vn € Nigin g, ([0,¢)) € g;,{1([0,¢))

gegerli oldugundan (dikkat: z € g, 1([0,¢)) ise 0 < gn11(2) < gn(z) < ¢ bularak g, 41(z) € [0,¢) yani

x € g;il([o, £)) elde ediniz), sonugta A kiimesi tikiz oldugundan, kendisini 6rten, agik G, = g, ([0,¢)) =
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g 1((—¢, €)) kiimelerinin yalnizca sonlu tanesiyle bile ortiilebilir, boylece yukaridaki () kullanilip

A= g:100,)) Ugp, ([0,€)) U+ Ugg (10,€)) = gy, ([0,€))

elde edilir, burada No = max{ni,ny ...,n,,} alinmis ve her k& < m icin n;, < Np ve g, 1([0,e)) C
g]f,é([o, e)) gozlenip yukaridaki sonug bulunmustur. O halde her x € A i¢in x € g;,é([O, e)) yani gn, () < €

olur, bdylece

Vn > Noicin [[f — fll = |f — fall = sup [f(z) — fu(2)] = sup gn(z) < sup gn, (z) < ¢
T€A T€EA T€EA

olur, ¢iinkii n > Ny ise g, < gn, nedeniyle her z € A i¢in g, () < gn,(x) gozleyip son esitsizlikler
yazilmistir. Dikkat: her & € A indisi i¢in a, < b, oluyorsa sup a, < sup b, gecerlidir (neden?). Demek

acA a€EA
ki {fn} 7, siirekli fonksiyon dizisi tekdiize azalmayanlik kosulunu gercekleyerek f siirekli fonksiyonuna

n=1
tikiz bir kiimede noktasal yakinsiyorsa, bu yakinsama diizgiindiir. Eger { f,},-, siirekli fonksiyon dizisi
f=lim f, <--- < f3 < fo < figergekleyerek f siirekli fonksiyonuna A tikiz kiimesinde yakinsiyorsa
n—oo

bu yakinsamanin diizgiin oldugunu siz gosterin.
Ornekler 3:

1) Asagidaki fonksiyon dizilerinin [0, 1] aralifinda diizgiin yakinsadigini Dini Teoreminden yararlanip goste-
riniz.

o _ nw h _ 2z
= gn(x) = e e n(x) = cn“ctgix2 e

Coziimler: Hepsinin, tekdiize artmadan 0 noktasal limitine yakinsadigini, sézgelimi her n € N i¢in

T x

Jn1(0) = fn(0)  ve 21 (nt 1) < Eia (Vz € (0,1])

yani fr,41(0) < fn(0) ve fnr1(x) < fu(z) (Vz € (0,1]) ve ayrica 0 < fryi1(z) < fo(x) (Yn € N,V €
(0,1]) ve nh_)n(;o fn(z) =0 (Yx € [0, 1]) oldugu ve bu tekdiize noktasal yakinsama tikiz A = [0, 1] kiimesinde
gecerli oldugu i¢in, Dini Teoreminin kullanilacagina dikkat ediniz. Ikinci dizinin, her n € N ve her z € [0, 1]
icin
+1 n
1 1 n n+1 n
Tl et <ne e ey et < 2 h o e

boylece 0 < gnt1(x) < gn(z) (Vn € N,Vz € [0,1]) ve lim g,(x) = 0 gergekledigi icin, benzer gerekce-
n—oo

lerle diizgiin yakinsadigina dikkat ediniz, yukaridaki ilk esitsizlik 1 4+ 2e < 7 < e nedeniyle n = 1 icin dog-

rudur, bu iddia n igin dogru oldugunda 1+ (n+2)e"t! = 1+ (n+1)e" 1 4e" ! < e(1+(n+1)e?)+e ! <

nee 4 entl < (n+1)e" 2 nedeniyle n+ 1 igin ve sonugta tiim n dogal sayilari igin dogru oldugu anlagilir.
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Ugiincii dizi aslinda, M > 0 sabiti ne olursa olsun [— M, M] tikiz araliginda noktasal limiti olan 0 sabit fonksi-
yonuna diizgiin yakinsar. Gergekten, herhangi gercel degerli F}, fonksiyonlarimin { F;, }77 | dizisi igin, su temel

esdegerlik kolayca gosterilir: F), 240 icin gyk |F},| 4 0. Oysa gerek tangent gerekse onun ters fonksiyonu

2|z|
x24n?

arctg birer tek fonksiyon oldugundan, her z € R i¢in |arctgz| = arctg |x| ve sonugta |h, (x)| = arctyg

(Yn € N,Vz € [—M, M]) oldugu ve tipki tangent fonksiyonu gibi onun ters fonksiyonu artan fonksiyon

oldugundan ve 0 < $2+2(mr1)2 < zﬂig nedeniyle |h,+1(2)| < |hn(z)| (Yn € N,V € [-M, M]) ve 71113;0

20z _
x24+n2 T

|hn(z)] = nh_{rolo arctg arctgd = 0 oldugu ve bu tekdiize yakinsama, tikiz [—M, M] araliginda
gegerli oldugundan, {h,} , dizisi, noktasal limitine Dini Teoremi nedeniyle diizgiin yakmsar. Aslinda
{hn},2, siirekli fonksiyonlar dizisi, tim R kiimesinde noktasal limit fonksiyonu olan 0 sabit fonksiyonuna
diizgiin yakinsar, ¢iinkii bu dizi hem [0, co) araliginda ve hem de (—o0, 0] araliginda 0 sabit fonksiyonuna diiz-
giin yakinsar, ¢iinkii A}, (z) = % nedeniyle h,, fonksiyonu [0, n| araliginda artan [n, co) araliginda

azalandir, boylece

1
sup |hp(z) —0] = sup hn(x) = max hy(z) = h,(n) =arctg— — 0
z€[0,00) x€[0,00) z€[0,00) n

ve benzer bicimde  sup  |hy(z) — 0] — 0 gegerlidir. Bir sonraki 6rnek kullanilir
z€(—00,0]

2) Eger A kiimesi i¢cin A = A; U Aj oluyor ve iistelik { f,} 2 | dizisi i¢in, hem A; kiimesinde f, a4 fve
hem de As kiimesinde f;, A f oluyorsa, A kiimesinde f, A f olur.

Coziim: Gergekten d; , = sup |fn(x) — f(x)] (¢ = 1,2) sayilar tammlanir ve max{d1 ,, 62, } sayist herza-
TEA;
manki gibi 015, V 02, ile yazilirsa, herhangi x € A icin | f,(z) — f(x)| < 01,5 V d2,, oldugundan (6rnegin

x € Ayise |fo(z) — f(z)] < 01 < 1 V 02 olur, z € Ay ise benzer gerekge gegerlidir), sonugta
din Voop = % (61,m + 025 + | 01,0 — 02,n]) — 0 oldugundan (giinkii hipotez geregi hem d1 ,, — 0 hem de

d2.n — 0 gecerlidir), sonugta 0 < || f, — f|| = sup | fn(z) — f(z)| < 61,5V d2,, — 0 nedeniyle A kiimesinde
€A
fn LN f sonucuna ulagilir.

3) Asagidaki dizilerin, yanlarinda yazili kiimede diizgiin yakinsakliklarini inceleyiniz:

fn(x) =sin" z - cosz, A =10, ]
gn(@) = n(VT— 1), A= [1,1+ M] (M >0)

hn(z) =nz"(1 —x), A=10,1]
Coziimler: 11k iki dizinin, Dini Teoremi kullamlarak diizgiin yakinsaklig1 incelenir, 6rnegin

g(z) = tnz < gni1(7) < gu(z) (Yn € N,Vo € RT)
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gerceklendigi ve g(x) = nh_}rrolo gn(x) oldugu asagida gosterilecektir. Aslinda ikinci fonksiyon dizisinin 0 <
e < 1 olmak iizere (0,¢] arahiginda noktasal limitine diizgiin yakisayamadigim gostermek giic degildir.
Bunun i¢in 6nce agsagidaki temel bilgileri gormeliyiz:

Temel Bilgi 1: Her = € (0, 1] i¢in (1 — ¢nz) < 1 < x — fnx. Gergekten h(z) = x(1 — ¢nx) fonksiyonu
(0,1] araliginda azalmayan g(z) = x — ¢nz ise artmayandr, ¢iinkii ¢'(z) = 1 — 1 = =1 <0 < tnl =
—lnz = h'(z) (Vz € (0,1]) ve dolaysiyla h(xz) < h(1) =1 = g(1) < g(z) (Vo € (0, 1]) bulunur.

Temel Bilgi 2: f(z) = z({/a — 1) (Vx € [1,00),Va € (0,1)) fonksiyonu artmayandir, ¢iinkii

fllo)=a—-1+z-(Ya) = a—1+a[-28 a
= Va-1-152Ya=a-1-((na)-(Va)

= Va(l —In{a) -1<0

olur, ¢iinkii Temel Bilgi 1 ve 0 < ¢/a < 1 nedeniyle /a(1 — ¢n/a) < 1 gegerlidir.

Temel Bilgi 3: (nz < (n+ 1)("Vx —1) < n({Yz—1) <0 (Vz € (0,1),Vn € N) gecerlidir, ¢iinkii Temel
Bilgi 2 kullanilir. Aslinda herbir z € (0, 1) igin, tipkt Ornek 1.6 da yapildig1 gibi

v 1
W= %-%---%-K%ve0<n(1—%)<<n+1>(1— ")

gozlenerek de aym esitsizlik bulunur, (nasil?) O halde g, (z) = n({/z — 1) (Vo € R*,Vn € N) fonksiyon
dizisi her x € R i¢in tekdiizedir (neden?) dolayisiyla bu fonksiyon dizisi [e, 1 + M| kapali aralifinda Dini
Teoremi nedeniyle diizgiin yakinsar oysa (0, ] aralifinda diizgiin yakinsayamaz, ¢iinkii &,, = % (Vn € N)
rasyonel sayilari nlgglo en, = O nedeniyle 0 < & < ¢, = % < e <1(Yn > N;) gergekler ve n. = N, + 2

dogal sayis1 araciligiyla n. > 3 ve

sup |gn(x) — fnx| > ndy (Vn = n)
z€(0,¢]

gerceklesir ¢iinkii |g, () — ¢nx| = [n(Yx — 1) — nénYz| = n[(Yxr — n{/x) — 1] > 0 ve boylece

Sl(l(})}!gn(x)—fm\ = Sl(lg)}n[(f—ﬂn\f—l] > n [({/en — tny/en) — 1]
xe(0,e z€(0,e

1
= n((en —¥tne,) —1)=ne, —nbn— —n=1+nlnn —n
n

> nfnn—n=n(lnn—1) = n(ln3 — 1) = nd (Vn = ng)
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olur, ¢iinkii herbir n > n. icin 0 < €} < ¢, nedeniyle ]’ € (0, €] olmaktadir. O halde sup |g,(x) — ¢nz| —
z€(0,€]
400 nedeniyle istenen bulunur.

Ik dizi i¢in f,11 (5) = fu (5) = 0 veher [0,5) U (3,7 i¢in 0 < sinz < 1 nedeniyle lim (sinz)" = 0
n—oo
ve | fur1(z)| = sin®z - [cos x| < sin™x - |cosz| = |fu(x)| (Vn € N) ve sonugta 0 < |fri1(2)] < | ful2)]
(Vn € N,Vx € [0,7]) ve lim |fn(z)] =0 = lim f,(x) olur. O halde Dini Teoremiyle|| f,, — f|| = || fnll —
n—oo n—o0
Gt 7 — vz - 0 = 0 bularak da elde edilebilirdi, ciinkii kisalik
amaciyla A = [0, 3) U (%, n] yazilirsa, her z € I = [0, 7] i¢in f,(z) = nsin” ! z cos® z — sin" "z boylece

0 olur. Bu sonug ayrica || f,,|| =

1 (%) = —lveherz € Aigincosz # 0ve f/(z) = sin" ! zcos’x (n — tg2x) bulunursa, I aralifinda

fi(z) > 0igin gyk = € A ve tgx = |tgz| < y/n yani z € AN |[0,arctgy/n] = [0,arctg\/n] olmasidir

¢linkii 0 < arctgy/n < 7§ gegerlidir, boylece asagidaki 6zdeslikler kullamlarak || f,| = fn(arctgy/n) =
n" 1

m . TH — 0 bulunur:

cos(arctga) = \/117 , |sin(arctga)| = 1/ 11% (Va € R).

Simdi iigincii fonksiyon dizisiyle ugragalim. Ugiincii fonksiyon dizisi 0 < ¢ < 1 ne olursa olsun [0, 1 — ¢]

kapali aralifinda noktasal limitine, Dini Teoremi araciligiyla diizgiin yakinsar, clinkii nh_{glo nLH = 1 nede-

niyle herbir x € [0,1 — €] gergel sayisi i¢in uygun bir n, € N sayesinde 0 < =z < 1 —¢ < n?j_l <

A5 < 1bdylelikle (n+ 1)z < n (Vo >ne) ve (n+1)2"T! < na™ ve iistelik 0 < 1 — z oldugun-

dan, bu esitsizlikleri bu pozitif sayiyla carparak 0 < fh,11(z) = (n + Dz"™ (1 —2) < na"(1 —z) =

fa(z) (Vx € [0,1 — €], V¥n > n.) bulunur, oysa lim nz” = 0 = lim f,(z) oldugundan Dini Teoremiyle
n—oo n—oo

0,1 — ¢] tikiz araliginda { f,, } ., dizisinin f(x) = 0 noktasal limitine diizgiin yakinsadig1 anlagilir. O halde

[0,1 — ¢] arahiginda f, () bulunur (neden?). Bu yakinsama [0, 1] tikiz araliginda diizgiin degildir (neden?)

4) Ayni soruyu asagidakiler i¢in ¢6ziiniiz:

22
fn(x)—n£n<1+n>,A—R
() =ntn (1+—), A= (0,00)
gn(z) = nln — ), A=(0,00
ho(z) = 3/1+ 227, A=R
sp(x) = n-sinv4nr?n? + 22, A =[0,M] (M > 0)

Coziimler: Ik iic dizi icin, A kiimesi tikiz olmadigindan Dini Teoremi kullanilamaz (asagidaki Ornek 5) * e
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bakiniz). Ilk dizi igin f,,(x) = ¢n (1 + %)n — lne” = 2% = f(x) ve fakat

0<eg=1-tn2=n2-1|<|n-(n2-1)|=|fu(vn) — f(v/n)|
< i‘;ﬁ’f"(x) —f@)|=fn=fI (VneN)

nedeniyle, diizgiin yakinsaklik kosulu lim || f,, — f|| = O kesinlikle gerceklesmez. Dikkat: Uyar1 1.4) i¢in-
n—oo
deki bilgilerle Vx € R, Vn € N icin

2
n 2\ " " 2 2 2 n(1+%)+1 2
Rl 2) - +\1/(1+¢1>.<1+i)...<1ﬂ).1<nH_Hﬁil

n n+1
ve sonugta (1 + %) < (1 + n%:) oldugu ve dogal logaritma fonksiyonu artan ve boylece f,(z) <

fot1(z) (Vo € R,¥n € N) oldugundan, ilk fonksiyon dizisi, Dini Teoremi nedeniyle [—M, M] tikiz arali-

ginda f(z) = 22 noktasal limit fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

. 1

Ikinci fonksiyon dizisi A = (0, 00) araliginda g(z) = — noktasal limit fonksiyonuna diizgiin olmadan ya-
x

x

1
kinsar, ¢linkii her x € R™ igin . < In(1 4+ z) < x oldugundan, kolayca her n € N i¢in e
x T+n

L cnm+ 1) < Lyani 2
. nén — = i —
nr+1 — nx’ — xy z+n-1

1
< gn(x) < — (Vn € N) gecerli oldugundan kolayca
x

lim g,(z) = — bulunur, ayrica
n—oo x

0<1—/(n2<n(l—In2)=nn2—n|=|g (%) —g(1)| <llgn—gll (VneN)

1
n

gegerlidir, oysa {gy },- , dizisi, Dini Teoremi nedeniyle g noktasal limit fonksiyonuna , ¢ > 0 ve M > 0 ne

olursa olsun [e, M + ¢] tikiz aralifinda diizgiin yakinsar, ¢iinkii Bernoulli esitsizligi kullanarak (1 + %)" <

n+1
(1 + ﬁ) (Vo € Rt,Vn € N) gostermek gii¢ degildir. (aslinda bu esitsizlik yukarida yapildig1 gibi

Geormetrik Ort. < Aritmetik Ort. bilgisiyle de yapilabilirdi). Simdi dikkat edilirse, her x € R™ ve hern € N

i¢cin

nn+l4+z)<nn+l+z)+x=Mn+1)(n+2),
nx x n+1

< 1T
m+1)(n+z) n+l+x n+1l+zx
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ve boylelikle iinlii Bernoulli esitsizligi 1 — ny < (1 —y)" (Vn € N, Vy € [0, 1]) kullanilarak

n+1 < nx 1 T
T S SN
n+l+z (n+1)(n+x) (n+1)(n+x)

<(mrmer) - (Grna)

yani agagidakiler bulunur:

1 n+1 <<{Mn+1+x%)n:(

1+.2 ntl+ta n+1l)(ntx

n

n+1 _
bu sonugsa (14 £)" < (1 + i) verir. Boylece, her z € R ve her n € N igin (1 + %) <

n+1
x(n—i—l)) = gn+1(z) bu-

_ n+1 1

(1 + %) ve logaritma alip g, (z) =n-In(l+—) < (n+1)-In <1 +
nx

lunur, hem g, fonksiyonlart hem g (z) = 1 (Va € R*) fonksiyonu siirekli oldugundan [e, M + €] araliginda

{gn},, dizisine Dini Teoremi uygulanur.

Ugiincii fonksiyon dizisinin noktasal limit fonksiyonu ise, 0 < a, b ne olursa olsun, iinlii lim </a™ + b" =
n—oo

a V b bilgisi nedeniyle asagidaki siirekli i fonksiyonudur:

1 szel-1,1]=4
h(z) =
2] i€ (—o0,—1) U (1,00) = A

Ustelik hem A; = [—1, 1] kiimesinde h,, % b ve hem de Ao kiimesinde h,, Ap gerceklesir, ciinkii A, () =

%/1 4 x2" fonksiyonu [0, 1] arahiginda artan ve iistelik ¢ift fonksiyon ve

sup |hn(z) — h(z)| = sup (hn(x) —1)= | sup hp(z) | —1=h,(1)—1= 2-1-=0
€A z€[0,1] z€[0,1]

oldugundan, gercekten A; kiimesinde h,, 4 h oldugu anlagilir. ikinci iddiay1 gostermek icin, iinlii

y ot =y —o) " Y ety e,
yn_l.n
yn—l+yn—2,x+_,,+y,wn—2+xn—l

y—z=

ozdeslikleri ve (hy,(x))?" — 22" = 14+ 22" — 22" = 1 esitligi ve herbir 2 € [1, 00) i¢in hem 1 < 2% (Vk € N)
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hem de 1 < (hy,(z))* ve hem h,, hem de h fonksiyonu ¢ift olduklarindan, A = R — [—1, 1] kiimesinde

0 < sup |hn(z) = h(z)] = sup |ha(z) - [2|] =

sup (hn(z) — )
T€A2 z€[1,00)

z€[1,00)
~w (hn(x))2"—x2”
st (@) (@))% g (o) 2?2 g

1 1
= sup

< —
veflo0) (hn(2))271 + (hn(2))272 -z + -+ hn(z) - 2?72 + 22071 = 21

nedeniyle Ao kiimesinde h,, i) h sonucu bulunur. O halde A = R kiimesinde h,, i) h sonucu elde edilmistir.

Son fonksiyon dizisi i¢in, 6nce

2
sin v/ 4m2n? + 22 = sin - (Vz € R,Vn € N)
VAar?n? + 22 4 2nm

esitligi gozlenmelidir, ger¢ekten siny = sin(y — 2n7) (Vy € R) nedeniyle

2 2
sin v/4m2n? + 22 = sin (27177\/ 1+ 4;E2n2> = sin <2n7r\/ 1+ 4:7”2 — 2n7r>

x2 22
= sin2nm 1—1—?—1 = sin
472n, VAarn2 4+ 22 + 2nrr

2
bulunur. O halde her z € [0, M]i¢in lim s,(z) = lim n-sinV4r?n? + 22 = - s(x) bulunur, ¢iinkii
) n—00 n—00 41

x

pu— 1 pu— pu— 1 2 2 2 p— 1 O 1
an () T T 1 20 yazip 7}1_1)20 an(x) = 0 = (ay(0)) ve sin vV4m2n? + 22 = sin a, () gozleyip,
ozellikle 0 < z igin

. 2 :
n-sin /ATIE 1 2% = - ap (x) - S00n(®) _ 27 M sinan(2)
an(x) 27 \A4AmrIn? + 22 4 2nm an(T)

_ 1 sinan(z) 2% 1 2%
27 72 an () 2r 2 4«
14+ -—=5+1
* 4n?m?

olur. Simdi, [0, M| araliginda s, 4 s diizgiin yakinsama iddiasin1 gostermek icin, hesaplamalar yapmaliy1z.

. na? na?
Oncelikle Vx € [0, M],¥Vn € N icin na,(z) < < = s(x) ve dolayisiyla 0 <
| , | ¢ (@) dn’m? + 22 4 2nm - 4nw (=) ey
s(z) —nap(x) = j— — nay(z) gozleyip, ayrica
T
Y3
her y € [0, 00) i¢in y — 3 <siny <y
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nan@)?® @
3! 4
= |sp(z) — s(x)| = |n-sinay(x) — s(z)| < — —nay(z) +

nedeniyle na, (z) —

sifira yakinsar, ¢iinkii

»-lk‘&

x2 22 22 nm
0< — —nap(z) = —— =
4m AT dAn2m? + 22 + 2n7r m \/ 4n27r2 + 22 + 2nw
(x)

3( M6 1
) — 0 ve0<n 2 L_—-——m

< <
47 M2 n—00 3! 3! 8nd3m3 48 n2md
1+ 5 +1
4n?n?

gecerlidir, bitti!

=
o

[\

S

5) Dini Teoremindeki hipotezlerde sayilan tiim kosullar gereklidir, kisacasi

yakinsamanin tekdiize olmasi,
A kiimesinin tikiz olmasi,
tiim f,, fonksiyonlarinin siirekli olmasi,

f = lim f, noktasal limit fonksiyonunun siirekli olmasi
n—oo

kosullarinin herhangi birisinden vazgecilirse, yakinsamanin diizgiin olmasi1 gerceklesmeyebilir. Asagidaki
karg1 ornekler bu amacla verilmektedir.

1) A tikiz olmadiginda diizgiin yakinsama gerceklesmeyebilir:

1
A=1(0,1), fulz) = (Vx € A,Vn € N)olsun. Herz € Aicin f(z) = lim f,(xz) = 0oysal/f, — f|| =
14+ nx n—00
| full = SUP4e(0,1) Hlm = - %Hm) = 1 nedeniyle ||, — f|| — 0 olmamaktadir.
it) f, fonksiyonlarinin timii stirekli olmadiginda, diizgiin yakinsama gerceklesmeyebilir:
1

0 ;z€e[—1] 1 1
A =0, 1] tikiz araliginda f,,(0) = 0 ve f,(z) = " ise f(—) =0 # f(——) = 1 nedeniyle

1 ;2€(0,—) " "

n

bu fonksiyonlarin hepsi siireksizdir. Asagidaki ¢¢¢) sikkinin ¢oziimiindeki gerceklerle lim f,, = 0 olur ve
n—oo

fakat || f, — 0]| = 1 (Vn € N) nedeniyle yakinsma diizgiin degildir, neden || f,,|| = 1 olur?

111) Yakinsama tekdiize degilse diizgiin yakinsama gerceklesmeyebilir: Asagidaki siirekli

2n2x sz €0, 5]
(Ve € A=[0,1]) gn(2) =4 n—2n%(x — &) ;2 € (&, 1]
0 (T € (%, 1]
fonksiyonlariin A kiimesindeki noktasal limit fonksiyonu 0 fakat ||g, — O|| = ||gn|| = n — oo nedeniyle bu

yakinsama diizgiin degildir, dikkat: lim ¢,(0) = 0 ve her z € (0,1] = U~ (n+1’ iginz € (-5 1.1 C
n—oo

(L,1] (Vn > ng) oldugundan g,(z) = 0 (Vn > n,) gozleyerek her z € [0,1] i¢in lim g,(z) = 0 elde
n—oo
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edilir. { g, }, -, siirekli fonksiyonlar dizisi ne tekdiize azalmayan ne de tekdiize artmayandir. Gergekten sunlart

1 1
boyl
5 Doylece

gozleyelim: Herhangi bir n > 1 alindigina n + 1 < n? ve 2@n+1) < T

1 < 1 < 3n+2 1 n 1 cpe 1 < 1
= x
2n+2 2n  (2n+1)2n+2) 2n+2  2(2n+1) n+1l n

gercekleyen her x gercel sayisi icin asagidakiler bulunur:

1 1
— >
Ttz 2@n+ 1)

1
1<2(2 1 — .
ve (2n + )(x 2n—|—2)

Boylelikle bu x gercel sayilart icin g, (z) < gn+1 (z) olamadigr anlagilir, ¢iinkii bu x sayilart icin hem

xc (ﬁ, %H) hem de z € (5, 1) oldugundan eger asagidakiler
n — 2n? x—i =gn(x) < (B)=n+1-2n+1>*(z— !
on) 9n > In+l = om + 2

gecerli olsaydi, sonucta dnce

1 1 1
m2 — —zx)<1-—2n%(z— —2(2n +1 -
" <2n x)- " <x 2n+2> (2n+ )<w 2n—|—2>

ve boylelikle
1

1 1
0<2n?(—— <1-2(2n+1 - 0
= <2n 2n—|—2>_ (2n+ )<x 2n+2><

celigkisi bulunurdu. Demek ki gy, () < gn+1 () olmayan x gercel sayilari vardir, kisacasi { gy, } -, fonksiyon

dizis tekdiize azalmayan olamamaktadiri. Ote yandan 0 < z < m < ﬁ gercekleyen her x gercel sayisi
icin g, () < gni1 () olamadig apagiktir, ¢iinkii olsaydi, olanaksiz 2 (n + 1)* # < 2n%z bulunurdu. Demek

ki {gn},-, fonksiyon dizisi tekdiize artmayan da degildir.

1v) Noktasal limit fonksiyonunun siirekliligi, zaten siirekli bir fonksiyonlar dizisinin diizgiin yakinsaklig1 i¢in

sarttir (neden?)

6) Tum kokleri negatif r, = —%2 (k =1,2,...,n) rasyonel sayilart olan asagidaki ¢,, polinomlari i¢in goste-
riniz:

gn (z) = <1+1x> <1+i§> (1+Z—f) lim_ g, (2) = Veo (Vo > 0)

37



Coziim: Dikkat edilirse aslinda her x > 0 icin nh_)rgo Ingy (v) = § gergeklesir ¢iinkii asagidakiler gegerlidir:

ﬁnqn(m)—zn:ln<1 )SMZ/‘C— n+1) 2<n;:1)’

k=1
n n kx n n
kx *5 k k
E?’an(a}): 111(1—’-2)2 nk :.TE 2721‘5 S
k= " k=1 1 + 7?% k=1 ne+ kz k=1 n®+ne

Tiim bunlar isteneni kolayca verir.

Simdi tim Matematigin en 6nemli sonuclarindan birisi olan ve tarihsel nemi bulunan Weierstrass Yaklasim
Teoremini kanitlamak i¢in iki hazirlik gereklidir: aslinda asagidaki Teorem 6, Weierstrass Teoreminden 40

yil sonra kanitlanmstir.

Onerme 1: Her z € [0, 1] ve her n € N igin

M=
-~

|

S
&

(Y]
VRS
> 3
N
—

|
&

i

Eal
/N
|3

iki kez tiiretilip =2 ile carparsak

n(n —1)z?(z +y)" 2 = i k(k—1) <k:> akynk

k=0

elde edilir. Tiim bu bagintilar z,y € R ne olursa olsun gegerli oldugundan, 6zel olarak y yerine 1 —x > 0

alinirsa asagidakiler elde edilir:

1=y <Z)xk(1—$)nk, ne =3 k(Z)xk(l—x)"k, n(n—1)z% = 3° k(k_1)<z>xk(1_$)nk7

k=0



sonuncusunu diizenleyerek

ST k2 (n) F1—2)"F=nn-1)22+ k<n> 2?1 —2)"F =nn—-1)2?+nz
k=0 \k k=0 \F
ve boylelikle
S (k —nx)? (n) (1 —2)"F =nn—-12>+nz —2nz- > k<n> (1 — )"k + (nx)?
k=0 k k=0 \k
=n(n — 1)z + nx — 2n%2? + n2?
=—nz?+nr=nz(l—z) <=
- 1y 2 1 1 . .
bulunur, ¢iinkii 0 < (z — 5) =z -zt =0 z(1 — x) nedeniyle f(z) = z(1 — z) (Vz € [0, 1]) i¢in

fl@) < f(3) = % (Vz € [0, 1]) gecerlidir.

Teorem 6 (Bernstein Yaklasim Teoremi): [0, 1] araliginda siirekli gercel degerli her fonksiyon, kendi Berns-

tein polinomlarinin diizgiin yakinsak limitidir.

Kamitlama: f : [0, 1] — R fonksiyonu siirekli olsun. Bu fonksiyonun Bernstein polinomlari agagida tanimla-

nanlardir:
n k
Byp(z) = 30 <Z> JEy ot w0 men).
k=0

n
Amacimiz || B, r — f|| — 0 gergeklendigini gostermektir. Dikkat edilirse 1 = <Z> 2¥(1 — )" bilin-
k=0

diginden, sonugta Va € [0,1] i¢in f(z) = >  f(x) (Z) k(1 —2)"F ve
k=0

| Bn.s(x) — f(x)] =

3 (1) 1@) ()at-ar ¥ <

olur. Simdi € > 0 verilsin. Kapali-sinirlt bir aralikta siirekli her gercel degerli fonksiyonun diizgiin siirekli

oldugu bilindiginden asagidaki gecerlidir:
36 >0, z1,22 € [0,1] ve |z —x2| < I = [f(z1) — f22)] <e.
Simdi N(n) = {0, 1,2,...n — 1,n} kiimesini, sabit bir z € [0, 1] verildiginde

Alz{kEN(n):‘fL—a}

<0} Agz{kEN(n):(SEg'n—:r

}
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ayrik alt kiimelerine pargalayalim. Apagiktir ki N(n) = Ay U Ay ve A1 N Az = () gerceklesir. Dikkat edilirse

(Z) 2F(1— 2y

M
=X + > et
k€A k€A 2no?

b s

i

£~ i)

(})eta-ar+= =

keN(n)

bulunur, burada M = ||f|| = m[ax] | f(x)| yazilmigtir. Gergekten her k& € A icin, §. > 0 diizgiin siireklilik
z€|0,1

£ - (@)

sabitinin niteligi geregi < . Ve sonugta

- —x < ¢ oldugundan
n

2

ke Aq

(=)= fx)

n

(Z) Fl-a) e 3 (Z) 2Pl —2)"F <e- kio (Z)w’“(l —a) =

ke Aq

bulunur, ¢iinkii burada toplama katilan tiim terimler negatif olmayan gergel sayilar ve A; C N(n) oldugundan

biiyiik indis kiimesi iizerinden alinan toplam esit biiyiiktiir. Ote yandan herbir k& € As icin

—an —TL.%'2
g = e i - s

de <
= 62 n? 02 -n?

ve 1<

< ||+l < o

n

ve bir onceki onerme kullanilarak

(Z) PP <o 1 (Z)xk(l — )k

keAs

<2M- % M<”>xk(1 gyt

2 2
keAs 55 "N k

2M n
_ o k— 2, k 1— n—k
62n? kgg( na) <k>$ ==
2M » n 2M n
32n2 ,§0< nz) <k:>x (1-2) 2n2 4

M
olur. Demek ki herbir z € [0,1] i¢in |B,, f(x) — f(z)| < € + Ims2 (Vn € N) ve boylece || By ¢ — f]| <
n 3

M
e+ 952 elde ederek, uygun bir n. € N aracihiyla || B, ¢ — f|| < 2e (¥n > n.) bulmak kolaydir, bu
n g
istenilen lim ||B,, s — f|| = 0 sonucunu verir (neden?)
n—0o0
Teorem 7 (Weierstrass Yaklasim Teoremi): f : [a,b] — R siirekli fonksiyonu ve £ > 0 ne olursa olsun

oyle bir gercel katsayili p. polinomu vardir ki — pe|| < € olur, kisacast |f(x) — p(z)| < e (Vx € |a,b
y gerg yii pe p p p )

gerceklesir.
Kamtlama: ¢(z) = a + 2(b — a) (Vz € R) birinci derece polinomu aracitlifiyla g = (f o ¢) |[0, 1] kisitlama
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fonksiyonu gdzoniine alinirsa g(z) = (f o ¢)(z) = f(q(z)) = f(a + x(b—a)) (Vx € [0,1]) olur. g = (f o
¢) |[0, 1] kisitlama fonksiyonu siireklidir, ¢tinkii her « € [0,1] i¢cina < a + 2(b — a) < byani ¢(x) € [a,b] =
Tan(f) olup, f o g bileske fonksiyonu taniml siireklidir ve siirekli fonksiyonlarin kisitlama fonksiyonlar1 da
siireklidir. O halde Bernstein Teoremi nedeniyle, ¢ > 0 verildiginde ||g — B, 4| < € olacak bigimde B, 4

Bernstein polinomu var oldugundan

[f(a+x(b—a)) = Bngl = |g(x) = Bng(x)| <e (Vo €[0,1])

— 1
y) (Vx € R) polinomu igin (dikkat: M = e 0 sayesinde p*(z) =
—a —a

M (x — a) ve boylelikle p = B,, ;, o p* bileskesi birer polinomdur) [a, b] kapali arahiginda | f(z) — p(z)| =

bulunur. O halde p(z) = B, ,(

f(z) — ang(%) < ¢ (Vx € [a,b]) bulunur, ¢iinkii herbir x € [a, ] i¢cin 0 < z* = abc:;t < 1 aracili-
giylax = a+ 2*(b — a) boylece |f(z) — Bn,g(F) =|f(a+2*(b—a)) — By g(z*)| < e olmaktadur.
—a

Bu sonug istenendir.

C ]
L J
a b

Sekil 1: Weierstrass Teoremi:

Grafigi kalin ¢izgili f fonksiyonunun € geridi i¢inde en az bir polinomun grafigi yer alir.

Sonug 2: [a, b] kapali araliginda tanimli, gergel degerli ve siirekli her fonksiyon, uygun bir gergel katsayili
polinomlar dizisinin diizgiin yakinsak limitidir.

Kamtlama: ¢, | 0" gercekleyen sabit dizisi alinsin. Weierstrass Teoremi nedeniyle , her n € N igin, sozii
edilen f siirekli fonksiyonuna karsilik ||f — p,|| < &, kosulu gergeklenecek bicimde p,, gercel katsayilt
polinomlar1 vardir. Dikkat: derp, = n olmasi gerekmez! Sonugcta nh_)rrolO |f —pnl| = 0 oldugu igin, bu
tanimlanan {py, } - ; polinomlar dizisinin aranan dizi oldugu anlailir.

Sonuc 3: Bir {p,} 2, polinomlar dizisinin tiim R kiimesinde, noktasal limitine diizgiin yakinsayabilmesi
icin gyk yinelemeli dizi olmast, kisacast Ing € N, ppy = Prg+1 = Png+2 = - - - gerceklesmesidir.
Kanitlama: Her yinelemeli fonksiyon dizisinin noktasal limitine diizgiin yakinsayacag1 apaciktir. $imdi ge-
reklik gosterilmelidir. {py,},- ; polinomlar dizisinin diizgiin yakinsadig: limiti ¢ = 7111};0 pp, ile yazilsin. O

halde kolayca
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(1) Ve > 0,3n. € N, |lpp —pml| <e  (Vn,m >n,)
bulunur, bunun igin ||p, — pm|| < [|pn — ¢l| + ||Pm — ¢|| gbzlemek yeterlidir (neden?). Simdi gercel katsayili

bir p polinomunun derecesini kisaca derp ile yazarsak, {p, }, -, dizisine kargilik

(2) dng € N,Vn > ng i¢in derp, < ng
olur, ¢iinkii boyle olmasaydi, {p,},- ; dizisinde, her m € N i¢in m dogal sayisi (2) iddiasindaki ng gore-
vini goremeyeceginden, derp,, , > m gercekleyen bir p,  polinomu yer alirdi, bdylelikle, uygun bir artan
{n}re; € N¥ dogal sayilar dizisi ve derp,, = ny (Vk € N) gergekleyen bir {py,, } ;- ; alt dizisi tiimevarimla
tanimlanabilir ki; once 1 < derp,, = n; gercekleyen polinomu, sonra 2 + n; < derp,, = ng gergekleyen
Dn, polinomu, sonra 3 + ng < derpy,, = n3 gercekleyen p,, polinomu tamimlama iglemi tiimevarimla siirdii-

riilerek, istenen {py,, }7-, alt dizisi tammlanmus olur ve yeteri biiyiik k& dogal sayist i¢in (1) kullanilarak
+00 = Hpnk+1 —pnkH <e <+

celiskisi elde edilirdi. Gergekten derpy, , = ng41 > ng = derpy, nedeniyle der(pp, ., — Pny) = Mht1 >
ny > 1 olur ve bilindigi gibi derp > 1 gergekleyen gercel katsayili her p polinomu i¢in ya lim p(z) = 400
T—00
yada lim p(z) = —oo ve sonugta ||p|| = sup [p(z)| = +oo oldugundan, yukaridaki geliski dogardi. Demek
T—00 z€R

ki (2) iddiast dogrudur. O halde asagidaki dogrudur:
(3) Jmg € N,Vn > myg i¢in derp, = my

(Bu iddia size 6devdir). (3) nedeniyle su anlagilir:
Pr(T) = Anme@™ + Anmg—12™ " 4 apat Fang (Y >mo,Vr €R) Ve apm, #0

Simdi (1) iddiasinda tanimli n. ve bu mq araciligiyla Ny = n. + mg tammlansin. Unlii ||| — |y|] < |z + v

(Vx,y € R) esitsizligi ve (1) iddias1 kullanilarak, n, m > Ny ¢ifti ve M > 1 sabit pozitif sayisi ne olursa

olsun
mo—1 i
€ > ||pn — pm|| = sup (ammo - ammo)xmo + > (an,k - am,k)x
z€R k=0
m mo1 k
> Sup (|an,mg — @m,me| 2] — > (an,k — Qmk)x
z€R k=0
m mo 1 k
> s (lanm = ol o™ = |8 (ot et
z€[—M, M) k=0

> sup (‘ammo - am7mo| ‘m’mo - Cn,mMm()il) = |an,m0 - am,mo’ M™ — cn,mMm()il
x€[—M,M]

bulunur, giinkii her - € [—M, M| ve toplamun her k indisi igin |z| < M ve |z|* < M* < M™0~1 olur, giinkii
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M > 1 gecerlidir, boylece

mo—1 k mo—1 K 1
Z (an,k - am,k)w < Z ’an,k - am,k| MP < MO Cn,m
k=0 k=0
mo—1
olur, burada kisalik amaciyla ¢p.m = Y. |ank — Gmk| (> 0) yazilmistir. Demek ki, her M > 1 igin,
k=0

n, m > Ny dogal sayi ¢ifti ne olursa olsun

€ c
| me — @myme| - M0 — canmO_1 <e ve 0< |anmg— Omme| < —— + D (VM > 1)

)

bularak M — o0 i¢in limit almirsa |ay, ;my — Gm,m,| = 0 yani

(aNmmo) = An,my = Am,myo (VT% m > NO)

olur. Dolayistyla, her n,m > Ny i¢in ||p, — p, || ifadesinde £™° teriminin katsay1s1 sifir oldugundan

mo—2

mo—1 k
Hpn - pmH = sup (an,mo—l - am,mo—l)x 075 Z (an,k - am,k)SU
zeR k=0
gozleyerek benzer islemlerle, her n, m > Ny i¢in
n,mo—1 = @m,mo—1; An,mo—2 = Am,mg—2; -+, 0n,0 = Am,0
ve boylelikle, her n, m > Ny i¢in
Gn.mo = ANg,mg> An,mo—1 = ANy,mo—15--+5an,0 = ANy,0

bulunur, bu ise her n > Ny i¢in p, = py, demektir, kamitlama bitmistir.

Dikkat: Yukardaki kanitlama sunu gostermektedir: Tiim R kiimesinde diizgiin yakinsak olan bu polinomlar
dizisinin diizgiin yakinsadig1 fonksiyon (= py,, ) yine bir polinomdur.

Onerme 2: f,, fonksiyonlari [a, b] araliginda tiiretilebilir ve { £/ }°° , dizisi [a, b] araliginda diizgiin yakinsak
olsun. {f,} >, fonksiyon dizisinin [a, b] arahfinda diizgiin yakinsak olabilmesi i¢in gyk uygun en az bir
xo € [a,b] igin nh_}ngo fn(xo) = £p € R limitinin varolmasidir. Bu gergeklesirse [a, b] araliginda hem f;, A f

hem de f], L\ f! olur.

Kamtlama: ¢ > 0 verilsin. Hipotez geregi { f,,(z0)},-, gercel say1 dizisi yakinsak ve boylelikle bir Cauchy

dizisi oldugundan In. € N, |f,(x0) — fm(z0)| < g (Vn,m > n.) ve iistelik {f}} 2, tiirev fonksiyonlart

£

dizisi [a, b] arah@inda diizgiin yakinsadigindan || f, — f/.|| < So—a) (Vn,m > n.) olur. O halde z,y € [a, b]
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ne olursa olsun, Ortalama Deger Teoremi, tiiretilebilir f,, — f,, fonksiyonuna uygulanirsa sdzgelimi z < y ise

uygun bir x < £ < y i¢in, n, m > n. ne olursa olsun

(@) = (@) = Fuly) + Fu ()] = |(fn — fn) (@) = (fr — fn) ®)]
= (@ = y)(fa — fin)' ()]
= |z —y|- | fa(&) = fm(©)] <z =yl || fo — il

ele—yl e Jo—yl ¢
2b—a) 2 b—a 2

<

ve boylelikle | fn(x) = fin (%) < [fn(z) = fm(2) = (fn(20) = fin(20))[+|fn(20) = fm(20)| < € bulunarak,
her x € [a,b] icin { f,(x)},7 ; gercel say1 dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu, dolayistyla iinlii Cauchy Teoremi
nedeniyle yakinsak oldugu bulunur. Ustelik f(z) = nlbrgo fn(z) (Vo € [a,b]) biciminde tanimlanan noktasal
limit fonksiyonu, en son sonug¢ kullanilip | f,,(z) — fr(z)| < € (Vn,m > n.,Vz € [a,b]) esitsizliklerinde
m — oo i¢in limit alarak, kolayca |f,(z) — f(x)] < ¢ (Vn > n.,Vx € [a,b]) kisacast || f, — f|| < €
(Yn > n.) bulunur. Bu sonug [a, b] arali§inda TLILH;O fn = [ yakinsamasinin diizgiin oldugunu séylemektedir.

Ayrica
puli) = PRy SO > v € fant - (o)

5
- > S ! :
20— a) (Vn,m > n.) oldugu ve ayrica f) (y) = Jl:lmy on(z) ve

f'(y) = lim p(z) = lim f](y) gergeklendigi anlagilir (nasi1?). Dikkat edilirse
Ty n—o00

fonksiyonlar1 tanimlanirsa ||, — ¢ <

[a, b] araliginda hem f, A f hemde f), LS f! oldugu anlagilir (nasil?).

Onerme 3: {f,}°° | fonksiyon dizisinin iiyeleri [a, b] araliginda siirekli ve (a,b) arahiginda tiiretilebilir ve
istelik |f),(x)| < M (Vn € N,Vx € (a,b)) olacak bicimde A/ > 0 sabiti var olsun. { f,, } -, dizisinin [a, b]
araliginda diizgiin yakinsayabilmesi i¢in gyk noktasal limitinin var olmasidir.

Kamitlama: Gereklilik apaciktir. Simdi yeterlik hipotezleri gecerli olsun. Once a < x < y < b gercekle-

yen gergel say1 ¢ifti i¢in uygun bir x < &, , < y sayesinde |f(z) — f(y)| = T}l_)rgo |fn(z) — fu(y)| = lim
|fn(z) = fu(y)| = |z —y| - im | f}(&xy)| < M |z — y| gozlenirse, Lipschitz kosulun gercekleyen f fonk-
siyonu [a, b] araliginda diizgiin siirekli olur, bdylece ¢ > 0 verildiginde sabit bir 0 < J; < SLM pozitif
sayst sayesinde |z —y| < 0. = [f(z) — f(y)| < M|z —y| < M. < % olur. Ayrica apagik bicimde
[a,b] € Uyefap (# — 0=, 2 + &c) olduundan, tkiz [a, b] aralif1 bu agik ortiiliis sayesinde uygun sonlu tane
T1,T2, ..., Tm, noktalart aracihigiyla [a,b] C (U0 (x5 — d., xx + 0c) gercekler. Ayrica herbir 1 < k < myg
dogal sayist igin f(z) = nh_)ngo fn(zk) nedeniyle AN, € N, |fo(zg) — f(zr)] < % (Vn > Ni) oldu-
gundan ) "°, Nj = ng dogal sayisi sayesinde, herbir n > ng i¢in | f, — f|| < e bulmak artik kolay-

dir, ¢iinkii tiim bu bilgiler yardimiyla herhangi € [a,b] alindiginda uygun bir 1 < ko < my sayesinde
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€
x € (Tgy — O, Ty + 0c) BOYlece | fr(x) — fu(zi,)| = |1 (S0)| |2 — 2k | < Mée < 3 ve |z — x| < 0

nedeniyle |f(z) — f(zo)| < g olacagindan

(@) = f(2)] < [fa() = ful@ro)| + [fn(@ry) = Fare) [ + [f (2ho) — f(@)] <& (Vn = no)

ve boylelikle || f,, — f|| = sup |fu(x) — f(x)| <e (Vn > Np) bulunur.
z€[a,b)

Ornekler 4:

1) Asagidaki fonksiyon dizileri i¢in { f,, }oo; ve {f),} - dizilerinin diizgiin yakinsakliklarini aragtiriniz;

fulx) = arctgzi A=R

22 +n?’
sinnmx
gn(z) = > A=R
n
x
hn () = T4 22 A=[-11]

Coziimler:

Bilindigi gibi her z,y € Ri¢in ||z| — |y|| < |z + y| gecerlidir, ¢iinkii |z| = [(x + y) + (—y)| < |z + y| + |y|

yani |z| — |y| < |z + y| benzeriyle |y| — |z| < |y + x| bt}ylece - |x +y| < |z| — |y| < |z + y| gegerlidir. O

_1
1422

halde‘n2 2‘ = Hn2‘ — |:1;2H < ‘n +x2‘ = n?+ 22 yani

7,7 | < 1 bulunur. Ayrica (arctgz) =

(Va € R) bilgisini ve Ortalama Deger Teoremini kullanip
larctgz| < |z| (Vo € R)

bulunur, ¢iinkili = = 0 i¢in bu esitsizlik apaciktir, z # 0 i¢inse ister z < 0 isterse 0 < z olsun 0 ile x arasinda

yer alan uygun bir £ i¢in

arctgx — arctg0

x—0 ‘_H 1+ -

arctgr = |z| - < |z|.

Tiim bunlardan, her n € N i¢in

2|x 1
LINP [ fnll = sup|fn (2)] <
z€R

~“x24n2 " n

; 2x
arc
92+ n2

S

[ ()] =

bulunur, ¢iinkii daima 2|a| - |b] < |a|* 4 |b]* = a? + b? nedeniyle 2n |z| = 2 |nz| < x2 + n? gegerlidir. O
halde 0 < || f, — O[] = || ful < £ (Vn € N) nedeniyle lim ||f,, — 0|| = 0 yani f, % 0 bulunur. Ayrica
n—oo

n2—x2

n? + z2

1
‘n? + 22

2‘n2—a:2| 2‘n2—m2‘

422 + (22 + n2)2 T (n? 4 CL‘2)2

on2 — 222
/ _
@ = e 2,\f )| =
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boylelikle f;ijr;:z < 1 yukanida gozlendiginden |f,, (z)| < nin2 < Zovel|lfill = sug\ fi@) < %
Te
(Vn € N) nedeniyle li_)m lf} —0| = 0 yani f], % 0 bulunur. Bu sonuglart bulurken {f,} 7, fonksi-
n—oo

yon dizisinin iiyelerinin tamm kiimesi R sinirli olmadigindan, gerek Onerme 3 gerekse Onerme 4 kulla-

™

mlamaz Benzer bicimde ||g),|| < Z (Vn € N) kullanilarak g, % 0 elde edilir. Son fonksiyon dizisi icin

. d 1-n222
o @) = e < T < g nedeniyle by 5 0 ve I, (@) = 5t pme ve I (0)] < i
(Vx € [-1,1],¥n € N) bulunarak
, 1; =0
lim A, (z) =
e 0; ze€[-1,1] vex #0

elde edilir. O halde {h],},°, tiiiirev fonksiyonlar dizisi noktasal limitine diizgiin yakinsayamaz (neden?),
dolayistyla Onerme 3 kullanilamaz. Oysa |k}, ()| < 1 (Vz € [~1,1],VYn € N) oldugundan Onerme 4 kulla-

nilir!

n

2) folz) = %(1 —x), gn(x) = nln(l + %), A = [0, 1] igin ayn1 soruyu ¢oziiniiz.
"1 (1 —2(14 1)) (Vo € [0,1],Vn € N) boylece f}(z) =

faEh| =ttt

Coziim: Dikkat edilirse f] ()

#""2((n — 1) — x(n+ 1)) gozleyip || f, — Ollyyp, = [1fllgp = max |£],(2)] =

2€[01]
1 SR Gt =2 Ol deniyl d = 0 sabit fonksi
L —n—H) —E-ﬁ%O-——One eniyle { f,,},-, dizisi f = 0 sabit fonksiyonuna
n+1

[0,1] aralifinda diizgiin yakinsar, iistelik lim f,(0) = 0 oldugundan Onerme 3 nedeniyle [0, 1] arahiginda
n—oo

hem f, % 0 hem de i 40 gerceklesir. Tkincisi 6devdir.
Bu boliimde artik bundan boyle Fonksiyon Serileri ile ilgilenelim:

o0
Tamm 4: Bir > f,,(x) fonksiyon serisinin A kiimesinde noktasal yakinsadigi noktalar kiimesi
n=1

snl(@) = 3 fu(a)
k=1

kismi toplamlar dizisinin belirledigi

Ag = {;v € A: lim s,(z) = Sp(= nf;lfn(x)) E R}

n—oo

kiimesinden bagka birsey degildir ve sozii edilen fonksiyon serisine Ag kiimesinde noktasal yakinsar denilir,
o0
kisacasi , ancak ve yalniz x € Ag noktalari i¢in > f,(z) = lim s, (z) limiti vardir (bir gergel sayidir).
n—o0

n=1
Bu fonksiyon serisine ancak ve yalniz

sup |sn(z) — io:fn(a:) = sup |Rn(2)| = | Rnll 4, 0

€AY n=1 xE€Ap
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o0
gerceklendiginde, noktasal limitine A, kiimesinde diizgiin yakinsar denilir, burada R, (z) = > fr(2)
k=n+1
(Vx € Ap,Vn € N) yazilmigtir, buna n indisli kalan toplam denilir.

Somut pekcok 6rnegi gorelim:

Ornekler 5:

[ee) xTL 00 l’n [ee) T

> > >

1+ Sl S e 2 (- Da+ )(na + 1)

)Z

Coziim: [1k iki seri, apagik bigimde 2 € R — {—1} kiimesinde anlamlidir. Birincisi (—1, 1] araliginda 1raksar,

1 1
ciinkii herbir z € (—1, 1] i¢in lim R # 0 olur, ¢iinkii z = 1 i¢in bu 1imit — buna karsihk z € (—1,1)

icin lim lz]" =0 = hm 2™ nedeniyle bu limit 1 olmaktadir ve bilindigi gibi, herhangl bir z yn gercel

n=1

sayilar serisi, eger yakinsaksa, hm Yn = 0 gecerlidir ¢linkii s, = Z Y — S = Z Yr, 0ldugundan, kolayca
k=1 n=1
0 < |yn| = [sn — sn-1| < \sn — S| + |S — sp—1| — 0 olur. Birinci seri (—oo, —1) U (1, 00) kiimesinde

yakinsar, ¢iinkii herhangi z € (—oo, —1) U (1,00) i¢in 1 < |z| < |z]" (Vn € N) nedeniyle 0 < |z|" — 1 =
llz|" — 1] = |]z"] — 1] < |2 + 1| (Vn € N) olur, ¢iinkii ||z| — |y|| < |z + y] esitsizligi kullanilmigtir. O

n—1

halde herhangi bir |z| > 1 alindiginda 0 < (|z| — 1) [z = |z|* — |z| <z =1 < |2 + 1] ve

1 1 1
sonugta ] < 2T T ve

ad 1 1 * /1\"! 1 X /1\"
0< < . —_— = . —_—
M R M () M= D (=)

n=1

00 1 .
bulunarak ngl 1 — serisinin mutlak yakinsadigl, dolayistyla yakinsadig: anlagilir. Ikinci seri © = 0 i¢in

z
apacik bicimde yakinsaktir ve

n

-5

nedeniyle, birinci seri i¢in bulunan sonug¢ geregi, ancak ve yalniz 1 < — yani —1 < x < 1 gercekleyen

x gergel sayilar i¢in yakinsar, kisacasi ikinci seri (—1, 1) araliginda yakmsar Ugi‘lncii seri, apaglk bicimde

|=["
1+I2n —

R — {—1, 1} kiimesinde yakinsar, 6rnegin x € (—1,1) ise |z| < 1 olacagindan Z ‘1+:02”

Z lz|" = ‘ xl < +0o0 gozlenmelidir. Dérdiincii seri R — {—1, —, —%, ...} kiimesinde anlamlidir ve iistelik

uguncu serinin kismi toplamlari

n T n 1 1
Sn(x) :kgl ((k‘* 1)1‘+1)(k$+1) :kgl <(kj 1)x+1 - k2$+1)

47



gercekledigi ve linlii

n
kE (Wh—1—yk) = (o —y1) + (W1 —wy2) +- -+ (Yn—1 — Yn) = Y0 — Un
=1

1

bagintist nedeniyle sp(z) = 1 — =

o0
> =1z fl)(m ) bulunur, boylelikle sadece yakinsama iddias1 degil toplamin degeri bile bulunmustur.
n=1

— 1 gercekler, kisacas1 Vo € R — {—1,—%,—%,...} icin 1 =

> sinnx x cosnr X ! > sin(nx)
2 , , , ———— fonksiyon serileri i¢in ayn1 soruyu
)ngl n ngl n ngl (1 - 1;”)(1 - $n+1) ngl ln(n + 1) Y ¢ Y Y

¢Oziniz.

Coziim: Ik ikisi ve ayrica sonuncusu icin gerekli olan iinlii

n n—1
Abel Bagntisi: Z arpby, = Z Bk(ak — ak+1) + Bhay, (Vn S N)
k=1 k=1

gosterilmelidir, burada By, = by + by + - - - + b (Vk € N) yazilmugtir ve bu bagintiyr gostermek kolaydr,
ciinkii her k£ € Nigin by, = By, — B_1 gozleyip, By = 0 alinarak

n n—1 n—1 n—1
> agBr—1= > axr1By=a1Bo+ Y axt1Br = > ap11By
k=1 k=0 k=1 k=1
ve boylece asagidaki bulunur:
n n n n
> apby = Y ap(By — Br—1) = Y apBr — Y apByp_1
k=1 k=1 k=1 k=1
n—1 n—1 n—1
=anBn+ Y apBr — Y apy1Br = Bpan + Y Brap — agq1).
k=1 k=1 k=1

Birinci seri x € {F27, F4m, F6, ...} gergel sayis1 i¢in apagik bicimde yakinsar, ¢iinkii sézgelimi x = 27 ise

o
sinnzx = sin2n7m = 0 (Vn € N) olur. Simdi € R — {F27, F47, F67, ...} olsun. Bu durumda ) ST
n=1 N

serisi yine yakinsaktir. Ger¢ekten

inke o 1 7l By(z)  Bu(x)
P Pk A Dl v e VR

kismi toplamlar dizisi yakinsaktir, burada a; = %, by, = sin kx alinarak Abel bagintis1 kullanilmistir ve

n sin (%) - sin <L+1)z)
B,(z) = > sinkx = : — :
k=1 S1n 3

(Vz € R — {F27, F4~7, F67,...})
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esitliginin gecerli oldugu gozlenmistir, ¢linkii dikkat edilirse asagidaki toplam icin

n

n 1 1
2sin § - By(z) = kz;l 2sin § - sinkx = ];1 (cos(k - 5)3: — cos(k + 2)x) = 2sin (%) - sin <@)

olur, ¢iinkii 1) 6rneginde kullandigimiz

n
> (ag—1 — ag) = ap — ay, ve 2sin az sinbx = cos(b — a)x — cos(b + a)z
k=1

bilgileri yardimuyla 2sin £ - B, (z) = cos £ — cos(n + 3)z = 2sin (%) - sin ((n+21)x> bulunur. Boylece

© gsinnz ~ lim s () — oo Bn(l') ‘m (1') _ s Bn(x) _ & Bn($)

bulunur ve bu son seri mutlak yakinsak ve dolayisiyla yakisaktir, ¢iinkii [siny| < 1 (Vy € R) nedeniyle

1
|B,(x)] < m esitsizlikleri her n € N ve her x ¢ {F2m, F4, ...} i¢in gegerlidir, boylelikle
2
[e.e] o0 o0
5 B, () S | By, ()] < '1 ' 1 _ '1
a=1 in(n+1)| =Zinn+1) ‘sm%} n=1n(n+1) ‘sm%‘

bulunur, ¢iinkii

i‘@: 1 T Z": 1 . z": 1 1 i ) 1 .
———— = lim ———— = lim ———— ) = lim — =
n—1 n(n -+ 1) n—0oo £ k(k‘ -+ 1) n—oo ] k E+1 n—00 n+1
gecerlidir. Ikinci seri i¢in, Abel bagintisindan ve

n sin(n+ 3z 1
kzl coskxr = Tﬂ; - 5 (\V/SU ¢ {:F27T, :F47T, })
= 2

esitliginden yararlanin, dikkat: bu serinin, cosnm = (—1)" (Vn € N) bilgisi nedeniyle her n € N i¢in
cos 2nm = 1 oldugunu amimsay1ip {27, F4m, ...} kiimesinde raksadigina 6zellikle dikkat edilmelidir, kisa-

cast ikinci seri R — {F2m, F47, F6m, ...} kiimesine ait gergel sayilarda yakinsaktir. Son seri ise x ¢ {—1, 1}

1 1
1—gk 1 — gktl

icin anlamli ve yakinsaktir, ¢iinkii

xkfl 1 n

sn(x) = kz::l (1 — 25)(1 — 211y = 1= ) .k 1

1 1 1
Cz(l-2)\1—2 1—antl
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olup sonugcta su bulunur:

o ] 11 o re(=L1)
a1 (1= 2m)(1—2mtl)  noeo 2(1 - z) N

l1—2 1—gntl

Sonuncu seride ay, = m , b, () = sin (kz) alinirsa her k£ € N igin

k
. _ow()
e = ey 1) n(k+2)

1
< 2
k. (In(k + 1))

n (1+ k)

In(k+1).ln(k+2)

1
(k+1).(In(k+1))?

[ee]
.. 1 T . . 1
ve k — oo icin TG 1))® J 07 gergekledigi icin Cauchy Siklagtirma Teoremi nedeniyle nZ::1 (1)
serisi yakinsaktir, boylece tipki ilk 6rnekteki gibi

oo sin(n:ﬁ) L Bn($’> S ln(1+n+1>
2t 1) R 25 W )

gozleyip ilk limit O ve her = ¢ {2k7 : k € Z} i¢in

O<Z|B In (14 )

< +
ln (n+1).In(n+2) |Sln % |; (In ( n—i—l)) 00

oldugundan son seri tiim R kiimesinde noktasal yakinsaktir

3) Ayni soruyu asagidaki fonksiyon serileri igin ¢6ziiniiz

00 27L71

< (Inn\” Oofn(l—l—n:c) X tnn

Coziim: Birinci seri « ¢ {—1, 1} i¢in anlamhidir ve bu z ’ler i¢in asagidakileri

n—1 n
132 - .’13‘2

2n71
o 2n—1 2n—1 X o 1 ].
-t (1_35 )’ 1—22"  1—a22"' 1—g2"

gozleyerek, toplamin z € (—1, 1) i¢in, tipki 2) 6rnegindeki gibi

i 1 LY, 1 1\
”L’Holokﬂ 1—a? ' 1—g%) nbec\l-z 1-227) 1-2

ve r € R — [—1,1] i¢inse 1

oldugu goriiliir. Tkinci seriyse herbir 2 € (—oo0, 0] igin 1raksar, ¢iinkii bu
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durumda x = — |z| nedeniyle

> (WY_ > (ng)x_ > <L)m > 3 (Vi) = oo

n=1 n n=2 n n=2

Vi_on o

= < —
2 2y/n Inn
gozlenmistir. Ikinci seri, buna kargilik yalmizca (1, oo) araliginda yakinsar, ¢iinkii Cauchy Siklagtirma Olgiitii

gergeklesir, burada her n > 2 igin {nn = 2lny/n < 20n(l 4+ \/n) < 2¢/n ve

< (Inn\” o9 ny\® x
nedeniyle Y ( — | ile (¢n2)" - > 2" (—) = (n2)* - > ——— serileri aym karakterdedir ve kok
n—=1 n n=1 n =1 on(z—1)

T

o0
testi uygulanirsa 271?7 serisinin € (0, 1) igin wraksak = € (1,00) i¢in yakinsadig1 anlagilir, bu son
n=1

z—1)
seri x = 1 i¢in de apagik bicimde iraksar; demek ki ikinci seri yalnizca (1, 00) arahiginda yakinsamaktadir,
aslinda ikinci seri 1 < a ise [a, 00) arahiginda diizgiin yakinsar ¢iinkii herhangi = € [a, c0) alindiginda, her

Ink nk\* nk\“*
ke Nigin0 < % < 1 ve boylece a < x nedeniyle (Z) < (n) ve sonugta | R, (x)| = Ry(z) =

k
* nk\" x Ink\*
> (Z) < > <Z> = e, boylece sup |Ry,(z)| < e, — 0 olur, ¢iinkii az once gozlendigi
k=n+1 k=n+1 z€[a,00)
L & I\ y o
gibi, 1 < anedeniyle > | — | serisi yakinsak oldugundan, kalan terimleri sifira yakinsar.
n=1 n

Ugiincii seri apagik bigimde (—oo, 0] araliginda anlamsiz ve tanimsizdir, ¢iinkii z < 0 ise In, € N, 1 <

ng z| < nlz|(Yn > ng) yani —z = |z| > 1 (Vn > n,) ve sonugta 1 + nz < 0 (Vn > n,) olmak-

tadir. Bu seri (0, 1] araliginda da raksar, ¢iinkii bu durumda ¢n(1 + nz) > R L —
1+ nz n —+ nx 1+

(Vn € N,Vz € (0,1]) ve boylece 1 < L ve sonugta 1 < (2)" (¥n € N) unutmadan

o) oo [1\N o)
In(1+ nx) x (1) x 1
> > z — =
+OO_Z nx™ _1—|—xZ n _1+xzn oo
n=1 n=1 1
In(1
bulunur. Ayrica bu serinin (0, 1] araliginda raksak oldugunu 0 < n(;nms) (Vn € N) gozleyip su bilgi ile
nx

cikarsayabilirdik:

oo
Bilgi: Pozitif terimli »_ a,, serisi yakinsak ise £im(na,) = 0 olur. Dikkat edilirse, bu bilginin geregi olarak

n=1
ticiincii seri herbir x € (0, 1] i¢in
n—»00 nx” n—oo I

lim <n M) — lim (2)" - fn(1 + na) = 400

gerceklediginden kesinlikle yakinsak olamaz.

Oysa z € (1,00) ise bu kez n(1 + nz) < In(l + /nx)? = 20n(1 + /nx) < 2\/nz ve bdylece
o0

n(1+ nx) 2./nx 2 Il e 1 T

0 < < — (1y\n < 2(1)yn—1 g 1\n—1 _ 1\n _ —

nan nx" VLD (z)" () ourve nZ::l(x) nZ::o(x) 1—% rz—1
> In(1

nedeniyle, Kiyaslama o6lgiitii ile fn( + nz) serisinin yalnizca (1,00) araliginda yakinsadig anlagilir; dik-
n=1 nr
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1 1
kat: son irdelemede = € (1,00) oldugundann — 1 < n — 5 Ve 0 < — < 1 nedeniyle ( )”_% < (3)nt
x

1 1
x x
gercegine ozellikle dikkat edilmistir.
o0
Dordiincii seriyi incelemeden 6nce, a,b € RY igin a0 = efnatnb — efnbtna _ pna o57leverek S 2t =

0 o0 1 00 n=l
Z n@nz — Z nfén; — Z

(Vz € RY) bulunur, dikkat a‘™™ ancak ve yalniz a > 0 icin anlamhdir. O

i
x

1 1
halde, bu son seri, ancak ve yalniz 1 < En% yani e < — kisacasi = € (0, —) gercekleyen gergel sayilar i¢in
x e

yakinsar.
4)
X 9 o X na? X nx X 2 X 2
1-— In(1
nzlx ( v ) ’ n§16”2|$|7 n§16"|1| n§2 n( * ’I’LETLQTL)’ nglx
fonksiyon serileri i¢in ayni soruyu ¢oziiniiz.
4
oziim: i1k seri, ancak ve yalmz [—+/2, araliginda yakinsar (neden?). Ote yandan her a > 0 icin e <
Mk k ve yal v/2,/2] araliginda yak (neden?). Ote yandan h 0 i
X a” at na? na? n?x? .
a _ . . a o g .. .
nzo ] e yani 16 < €% oldugundan, her x # 0 igin 7] < ] < ] e ’$|2 nedeniyle
< nz? 16 = 1 8 . R L
nglm < Wn:lﬁ = 3.2 < +o0 bulunarak, (dikkat: Boliim 2’de nglﬁ =5 esitligi kanitlanacaktir)

ikinci serinin gerek o = 0 gerekse = # 0 gercekleyen tiim gercel sayilarda yakinsadig1 anlasilir. Ugiincii seri

kok testi nedeniyle R kiimesinde mutlak yakinsar (neden?).
o0

Cauchy Siklastirma Olciitii nedeniyle > serisi yakinsaktir, tistelik dikkat edilirse

= nln’n
& 2 < 22 x 1
In(l+ ——) < =22
n§2 n(l+ nEnQn) - n§2n€n2n v nonln?n

oldugundan, dordiincii seri de ikinci gibi R kiimesinde yakinsaktir. Besinci serinin || > 1 igin wraksadid
gozlenmelidir.
Dikkat: Yukarda 3) 6rnegindeki serinin incelenmesi sirasinda yararlanilan () bilgisinin bir yeter kogul sun-

oo
duguna dikkat edilmelidir. Eger pozitif terimli ) a,, serisi yakinsak ise fim na, = 0 olur. Buna kargilik

n=1
oo oo
¢im na, = 0ve > a, = +oo kosullarini gergekleyen pozitif terimli > a,, serileri vardir. Ornegin,
n=1 n=1

li L li L 0 i ! +
imn|l—— | =1lm — =0 ve — =40
n—00 nén(n+1) n—oo fn(n+ 1) n=1nfn(n+1)

oo
gozleyiniz, burada son serinin, eger {a, },., pozitif terimli dizisi a, | 07 gercekliyorsa ) a, serisiyle
n=1

o0 e
> 2™ . agn serisinin aym karakterde oldogunu sdyleyen Cauchy Siklastirma Olgiitii ile iraksak
n=1

St 1 ) 1 ) 1 o) 1 1 x 1
2” —_— = _— _— _—
LY D) i@ D) <> L@ s - 2 2t 1)
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serisiyle ayn1 karakterde olduguna dikkat ediniz.

00 < ™ sinnx 0 n?(z" + L
5) Y sin?(2mvn? + 22), > — Z —————2"~ fonksiyon serileri i¢in ayni soruyu ¢oziiniiz.
n=1 n=0 n: n=1 V n!

Coziim: Ik iki seri, R kiimesinde noktasal yakinsar, birincisi

0< Zsm (27 n? + 22) <47T2x42—<+oo (Vz € R)

n=1

gercgekler, clinkii

- 2
2
sin?(2rv/n2 + 22) = |sin <2nm/ 1+ 2)] = [Sln <2nm/ 1+ —2 - 2n7r>]
n
] 2
22
= |sin | 2n7 1+ — = |sin | 2nm - —F——
n

w‘&

—I—l

Ly
= |sin 2n7r-"7
1+ —|—1
a? ’ 2\ 2 2.4
< QHW-L < 2n7r-x :4773;
= /714_&24_1 n2 n2
n2

olur, ¢iinkii [sinz| < z (Vo € R™) gegerlidir. Ikinci seri herbir z € R igin mutlak yakinsak ve sonugta

yakinsaktir, ¢linkii

0< " sinnx iu—e|x‘<+oo
n=0 n! n=0 n!

olur. Ugiincii seri, apaciktir ki  # 0 icin anlamlhidir ve bdyle her x icin mutlak yakimsaktir. Once, ilerde

* — b
gosterilecek olan su bilgiyi kullanalim: Pozitif terimli ) b,, serisi , eger lim o gerceklerse yakin-

n=1 n
%) 2.n 1 2 n+1 / |
saktir, dolayisiyla 0 < a ise ) na yakinsar, ciinkii (n+1)% . 2” — 0 gerceklenir. Bu nedenle
n=1 vVn! (n+1)!  n%a®
herhangi bir 0 < z alindiginda, bagdasmaz i) 0 < = < 1 ve i) 1 < z kosullarindan tam birisi gecerlidir.,
1 1 1
i) gegerliyse Ing € N, ——— < — < o < 1 < ng + 1 ve boylelikle My > 0, — < x < My ve
ng+ 1 ng My
n?(z" + %) 2 n? My

"+ xin < M4 MP =2MJ ve 0 < Z @/ . < 400 bulunur. ii) gecerli oldu-
n=1 m n=1 n!

gunda, Arsimet Ilkesi ile yine benzer bir My > 0 bulunup ayn1 kanitlama verilir. Demek ki {igiincii seri her
x € R* igin yakinsamaktadir. O halde her x < 0 igin iigiincii seri mutlak yakinsar, ¢iinkii asagidaki gecerlidir:
A BN )

o0
r<0ise ), ———"— = —
N TR v
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< 1
6) ((z) = > — serisinin yakinsakligim ve ((z) fonksiyonunun siirekliligini inceleyiniz.
n=1M

Not: Bu iinlii fonksiyona Riemann zeta fonksiyonu denilir. Dikkat edilirse z < 0 icin bu fonksiyon serisinin

wraksadi@1 apagiktir. Bu seri herbir x € (0, 1] i¢in de raksar, ger¢ekten herhangi bir 0 < < 1 alinsin ve sabit

tutulsun
no1
Sp(x) = > e (Vn € N)
k=1
1

kismi toplamlar dizisi raksar, ¢iinkii her n € N igin 0 < % < |Sopn(z) — Sp(x)| nedeniyle {S,(x)} 2,
dizisi bir Cauchy dizisi olamaz, gergekten 1 — z > 0 nedeniyle

1 1 1 n nt~* 1
[S2n(2) n(®)l (@) = Sn() (n+1)* + (n+2) Tt (n+n)* =~ (n+n)® 2t T 2%

olur. Buna karsilik bu fonksiyon serisi herbir « € (1, 00) i¢in yakinsaktir, ¢iinkii

1 11 1 1 1 1
0< _1+< + )+<+---+)+<+---+>+---
nzl 3 e 77 8 157

2 4 8 x 2" X 1 \"
<t tetat ZzZ()

4r - 8 n:102"z n=10

ve bu son seri yakinsak bir geometrik seridir, iistelik 0 < ((z) < <
0

n=1
T

5 5 (Vx € (1,00)) gegerlidir.

Zeta fonksiyonunun siirekliligi ve iistelik (1, co) araliginda her noktada sonsuz mertebeden tiiretilebilir oldugu
ilerde anlagilacaktir.
o0
Artik fonksiyon serilerinin diizgiin yakinsakhigiyla ilgilenilebilecek denli olgunlastik. Aslinda s6zgelimi |
n=1
(“2)" fonksiyon serisinin herhangi 1 < a igin [a, 00) araliginda diizgiin yakinsadigi Ornekler 5.3) iginde

kanitlanmigti.

Ornekler 6:

> 2" = lim (z+22+23+--- +2") = lim — 1 fonksiyon serisi yalmizca (—1,1)
— n— o0

n—00 x —

araliginda noktasal yakinsar ¢iinkii —*5 ( lim 2™ — 1) limiti ancak ve yalmz |z| < 1 igin vardir. Bu fonk-
n—oo

siyon serisi 0 < & < 1 ne olursa olsun [¢,1) arahiginda asla diizgiin yakinsamaz, ¢iinkii dikkat edilirse

lim ( sup |Rn(a:)|) = 400 olur, ¢iinkii

=00\ zele,1)

1 n+1
In. € N, Ry(x)>n(1- —— Vn > 1
ne le[lali)l (z)] n( n+1> (Yn > n.) (1)
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S 1
gegerlidir, ¢iinkii herhangi = € [e,1) i¢cin 0 < x < 1 boylece Y, z™ =

ve
m=0 1—=x
o) & %) xTH‘l
Rn(az): Z T :xn+1+xn+2+_”:xn+1(1+x+x2+_”):xn+1 me: >0
k=n+1 m=0 1—=z
gozleyip herhangi xg € [e, 1) i¢in
xn—&—l
sup |Rn(x)| = Ssup Rn(x) > Rn(fﬁo) =
z€le,1) z€le,1) 1 —x

bulunur, sonugta nl1_>n010 (1 — %ﬂ) = 1 nedeniyle £ > 0 sayisina karsilhik 3n, € N,e < r,, =1 — n%_l <1

(Vn > ng) oldugundan

n+1
sup |Rp(x)| > Rp(rn) = 1T" =(n+1)r" > pprtl =g <1 —
z€le,1) —Tn

1
n—+1

)”“ (¥ > n.)

n+1
kisacas1 (1) esitsizligi bulunup limit alinirsa n — oo ve (1 — #) — % oldugundan istene ¢ikar. Oysa

o0

>~ " fonksiyon serisi 0 < € < 1 ne olursa olsun [—¢, ] araliginda diizgiin yakinsar, ¢iinkii her z € [—¢, €]
n=1
ve her n € Nigin |z| < e nedeniyle

o0 o0
Ro(z)| < X fzff < 3 F= = 0On
k=nt1 k=n1 1—¢

ve d, J 07 oldugundan 0 < sup |R,(z)| < d, (Vn € N) bularak lim ( sup \Rn(x)|> = 0 elde edilir.
]

z€[—¢,€] N0\ pe[—ee
2) Zeta fonksiyonunun taniminda kullanilan fonksiyon serisinin diizgiin yakinsakligini inceleyiniz.

x 1 x 1
Coziim: Bilindigi gibi (1) = Y — = oo ve sonugta, her n € N igin 400 = . — = lim

1 1 1
ldugund
<n+1+n+2+ +n+N>0 ugundan

1 1
vn e N,AN, e N1 < e
" " n—l—lJrn—i—QJr +n+Nn
bul tinkii eger her N € N igi + ! + + ! < 1 olsayd1 bu kismi toplaml
ulunur, ¢iinkii eger her icin < 1 bu kismi toplamlarin
¢ g R R n+ N y P
o0 o
limiti i¢in +00 = T < 1 < 400 gergeklenirdi. Bu gozlemin ardindan ) — fonksiyon serisinin,
k=n+1 n=1 T
noktasal yakinsadig1 (1, co) araliginda diizgiin yakinsamadi@ ¢ikarsanir. Gergekten Tanim 3 ° te goriildiigii
x 1
gibi Ry(z) = ) - porzitif kalan toplami igin, sup |R,(7)| = sup R,(x) — 0 gerceklenmesi
k=n+1 k z€(1,00) z€(1,00) n—00
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gerekirken

1< sup |Ru(z)| (VneN)
z€(1,00)

nedeniyle, istenen kosulu gergekleyemez, ¢iinkii herhangi xg € (1,00) icin  sup R,(x) > R,(xo) oldu-
z€(1,00)
gundan, ozellikle &, | 07 gercekleyen {e,} - | pozitif terimli dizi aracilifiyla tanimlanan z,,, = 1 + &,

€ (1,00) (Vm € N) gergel sayilar1 sayesinde

) 1 n+Nnp 1
sup |Rp ()| = Rn(m) = Z f > o
x€(1,00) k=n+ k=n+1
1 1 1
= + o (VmEN
(n41)Tm  (n+2)*m (n + Np)*m (Ym & N)

ve sonugta m — oo i¢in limit alinarak (dikkat: bu limit isleminden sup |R,(z)| etkilenmez)
z€(1,00)

1 1 , 1 1 1
+ +o ot = lim + ot

1< . —
n+1l n+2 n+ N, mooo|[(n+1)m (n+2)%m (n 4 Np)®m

< sup |Ry(z)
z€(1,00)

bulunur. Siz aslinda , her M > 0 sayisi igin

M < sup Ry(x) (VM €R")
z€(1,00)

1
gostererek, aslinda sup R, (x) = 400 gercegini gosterebilmelisiniz. Buna kargilik Z — fonksiyon se-
z€(1,00) n=1M
risi, her ¢ > 0 i¢in [1 + £, 00) kapal1 ve sinirsiz arali§inda diizgiin yaKinsar, ciinkii dikkat edilirse 1 < z < y

1 1
ise, her n € Nigin n* < n¥ ve boylece — <= (Vn € N) nedeniyle
n n

oo
C(y) = Z —y < Z — = ((z) oldugundan (dikkat: 0 < a,, < b, (¥n € N) ve fakat tek bir ny € N i¢in
=1 n
oo n
bile a,, < by, ve tistelik hem Z an hemde Y b, serileri yakinsak ise, s, = Y (bx — ax) kismi toplamlari,
n=1 n=1 k=1
her £ € Nicin 0 < by — aj unutmadan

no—1 o
0 < bpg — @ng < (bng — ang) + X2 (b —ar) = > (bp — ax) = sny < 8p < spp1 (V1> my)
k=1 k=1
o0 o0 o0 oo o0
gergeklendiginden, sonugta 0 < s, < lim s, = Y (b —an) = > by, — Y. ap nedeniyle > a, < > by,
n—o0 n=1 n= n=1 n= n=

o oo
bulunduguna, 6zellikle eger a,, < b, (Yn > ng) ise bu yakinsak serilerin »_ a, < > b, gergekledigine
n=1 n=1

dikkat ederek) , 1 < z < y = 0 < ((y) < ((x) bulunacagini gozleyiniz. Yukaridaki nedenlerle her = €
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[1 4 ¢€,00) ve her n € Nigin

x 1 S 1
R, (z) = kiz — < 72 pEr m=0< sup |Ry(z)]= sup R,(z)<mr,
=n+1 k=n+1 z€[1+¢€,00) z€[14¢,00)

ve r, — 0 oldugundan lim sup |Rp(x)| | = 0bulunarak, [1+ ¢, co) araligindaki diizgiin yakinsama
n—o0 = [1+€,OO)
o0
iddias1 gosterilmis olur, burada z’den bagimsiz yakinsak »_ —= serisinin kalan toplami 7, i¢in
n=1M

o 1 L
0<r,= k:%lﬁ = 'C(l +e)— glﬁ e 0
> 1
gercegi kullanilimigtir. Demek ki ) — fonksiyon serisi (1, 00) araliginda noktasal ve 1 < a gergekleyen
n=1 N
her a € R igin [a, 00) aralifinda diizgiin yakinsamaktadr.
00 1 00 g > In(1 00 AT o
3) nz::1 T nZ::I smnnx’ nzlw, nZ::le;% fonksiyon serileri i¢in ayni soruyu ¢oziiniiz.
Coziim: Birinci serinin, herbir x € (—oo, —1) U (1,00) = R — [—1, 1] i¢in yakinsadigim biliyoruz. Kisalik
amaciyla A = R — [—1,1] yazalim. Birinci fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin yakinsayamaz, ¢iinkii
herhangi o € (1,00) C A ve ko > n igin
[Rae)| 2 [Bu(eo)] = alo) = 5% > —
sup x) = To)| = Lo) =
zeA " " el I :1:’50

1
dolayisiyla, her n € N alindiginda, herbir m > n ve x,,, = 1 + — € A i¢in
m

1
sup |Ry,(x)| >

— = (Ym >
weA 1+ (1+ 1) (Vm 2 n)

1 1
yazilir ve m — oo igin limit alarak 0 < — < —— < sup |R,(z)| (Yn € N) bulunur, bu sonug, asla
2e 1+e €A

li_>m (sup ]Rn(x)]> = 0 olamadigim soylemektedir. Buna kargilik, birinci seri her ¢ > 0 i¢in A, =
(=00, —(1 4+ &)] U [1 + €, 00) kapali kiimesinde diizgiin yakinsar, ¢iinkii her € A, icin 1 + ¢ < |z| ve
sonugta 0 < (14+¢e)" —1 < [z — 1 ve

S 1 S 1 x 1

[Bn(2)l < 32 2. 2. 5 — =m("meN)

S C o | el B ] L R s/ § RS Ly |

oo
olur, boylelikle 0 < sup |R,(z)| < r, (Vn € N) bulunur, oysa ) Q1o -1 pozitif terimli serisinin
rE€A.: n=1 €) —
® 1

yakinsadig1, Ornek 5.1) iginde (nerede?) gosterildiginden r,, = —
k=nt+1(14+¢€)" —1
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— 0 gecerli sonugta 1i_>m <sup |Ry,(x )\) = 0 bulunur. Tkinci fonksiyon serisi tiim R kiimesinde noktasal
n—=00 \zxeA:
yakinsar ama diizgiin yakinsayamaz, ¢iinkii I = [0, 7] aralifinda bile diizgiin yakinsayamaz, ¢aba gerektiren

bu kanitlamay: agagida verelim: Herzamanki gibi R, (z) = > 2, ., Smgckx) (Vz € I,Vn € N) yazalim ve

sunu kanitlayalim:

2
[Bnll; > = (VR eN).

ot

Gergekten N dogal sayisi N >> n ve zy = 55 € (0,%) € I olmak iizere sunu gosterebiliriz:

HRn”[Z R (xn)| = Ry (wn) > £ (VR €N).

Ul\l\D

Dikkat edilirse, dncelikle sin (2Nzy) = 0 = sin (4Nx ) oldugu i¢in, toplama katilan terimleri yazmadan

N 2N—1 4N—-1
R, (a:N) = ( Z Z + Z + Z ) +R4N :CN)

k=n+1 k=N+1 k=2N-+1 k=3N+1

olur, burada gerek parantezin i(;i gerekse R4y (x ) kalan toplami pozitifdir. Gergekten biraz ilerde gsterile-
s

cegi gibi, her z € [O f] 191n =2 < sinx oldugundan, herbirn < k < Ni¢in 0 < nxy < kxy < Naxy = 5

ve boylece yukardaki egitsizlik ile

sin (kx ) < 2kzy 1
k ~ kr N’
i sin (kx ) ZN—n71_£>1_iig
k N N 10 10
k=n+1
bulunur, oysa
% sin (kzn) | _ % 1o N 1
k - k- 2N+1 2
k=2N+1 k=2N+1
ve boylece
3N sin (kxn) 3N sin (kxn) 1
Y, e, | 5 e ]
k k 2
k=2N+1 k=2N+1
bulunur, ayrica dikkat edilirse
2%31 sin (kz ) n 4%31 sin (kz ) >0
k k
kE=N+1 k=3N+1
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gecerlidir, clinkii bu toplamlar sirasiyla

i sin (kxn) NZ:I sin (N +14) 5%) Nz:l cos Z:L‘N
koo N +i N +
k=N+1 i=1 i=1
Z_ sin (kry) T sin (BN +i LN B T2 cos (ixn)
k=3N+1 i=1 3N 41 i=1 3N +i

ve boylece bunlarin toplami

— ) 1 1 cos (izy)
- = 2N.
;COS(“UN)<N+¢ 3N+¢> Z (N +i) (3N +1)

Nzl cos (ixn)
— (BN +1)

bulunur, burada, herbir 1 <¢ < N — 1 indisi i¢in

OSixN§M<

s .
5N 5 cos (ixy) >0

ve ayrica sunlar gozlenmistir:

. ™ . .
= sin (5 + z:cN> = cos (izy) ,

. (3T ,
=sin | o +izy = —cos (izn) .

Tiim bunlardan kolayca

(G20 )

1 2
— -+ Ryn (zn) = £ + Ryn (zN) >

bulunacaktir. Son agamada artik

oo [k=4AN(n+1) sin (kzx)
R4N (l’ N) = Z Z TN >0
n=1 \ k=4Nn+1
gostermeliyiz; yukarda
k=4N(n+1) sin (k)
k=4Nn+1
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gergeklestigine dikkat edilmigtir. Gergekten xy = 5 unutmadan, her n € N igin

sin (4Nn+2N)zy) =sin((2n+1)7) =0,

sin (4Nn+4N)zy) =sin((2n+2)7m) =0

gecerli ve iistelik kisalik amaciyla toplama katilan terimleri yazmadan

4Nn+N 4Nn+(2N-1) 4Nn+3N 4Nn(n+1)—1
So= D >+ D>y
k=4Nn+1 k=4Nn+N+1 k=4Nn+2N+1 k=4Nn+3N+1

bulunur, yukarda N terimden olugan birinci ve iigiincii toplamlar sirasiyla

4N§N sin (kry) ism ((4Nn+z’) ﬁ) B ZN:sin(ixN)
ko ANn +1 4~ 4Nn+i
k=4Nn-+1 i=1 —
4an+:3N sin (kzy) _ iv:sm((‘an—i-QN—i—i)ﬂv)
k=4Nn+2N+1 o) ANn + 2N +14
> sn(ON L oy) S sinfioy)
_1:1 4Nn+2N +i Z-:14Nn+2N+i
olup bunlarin toplami
S 1
=2N. in (7
;sm(mv) (4Nn +1i) (4Nn + 2N + i)
< 9N, Z sin (ixn) =0
(ANn + 2N +i)?

gercekler, ciinkii herbir 1 <4 < NV indisi i¢in 0 < iz < 7 boylece sin (izy) > 0 gecerlidir. Okuyucu S,

toplaminda N — 1 terimden olusan ikinci ve dordiincii toplamlarin toplamininsa

4Nn§:N1 sin (kxn) n 4N(nz+1)_1 sin (kxn)
k k
k=4Nn+N+1 k=4Nn+3N+1
N—1 .
cos (ix )
(4Nn+ N +i) (4Nn + 3N +9)

AN

N—

Z cos (ixy) >0

— (4Nn + 3N +1)?

\
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gercekledigini gozlemelidir. Tiim bunlardansa su istenen sonug¢ bulunur:

2 : 2
HRn”Izg (VneN) , hﬁ‘uﬁJ“Zg-

Buna kargilik, ikinci fonksiyon serisi, £ > 0 ne olursa olsun [, 27 — ¢] kapali aralifinda diizgiin yaKinsar.

n
Gergekten, tipki Abel bagintisinda yapildigi gibi By, = Y b; olmak iizere

=1

N N n N—-1
> agbp = Y agb — > arby = (anBn — anBp) + > Bi(ag —ag1) (n < N)
k=n+1 k=1 k=1 k=n
esitligi gecerli oldugundan, yine
sin ™ . sin (n+1)z
B,(z) = ) . 13} 2 (Vn € NVz € [,21 —¢])
sin £

2

oldugundan, herhangi n € Nve N > n icin

N g N N-1
$ sinkx $ 1 sin kg — <BN(a:) B Bn(x)> S By ()
kentl K k1K N n f=n k(K +1)
ve boylece N — oo igin limit alarak
X sinkx B,(x) X Bi(x)
Ry(x) = = — + ,
v(@) k:§+1 k n kgnk(k +1)
[Bn(2)| & |Bi()| 1 [& 1 1
R < < —
[Bx (@)l = n +k§nk(k+l) ~ sing k;,lk(k—i—l) +n
x 1 1 1 1 2
tistelik kgnm + o= + P (Vn € N) oldugundan
2 2
0< sup |Rp(z)| < —F— < — (Vn € NVz € [¢,21 —¢])
mE[E,Qﬂ’—E] Sin 3 n Sin 5" n

bulunur, ¢iinkii her z € [¢, 27 — €] i¢in g < g <7- % (< 7) ve siniis fonksiyonu, § > 0 ne olursa olsun

[0, m — d] araliginda en kiigiik degerine § ve m — & noktalarinda erigir (dikkat: sin(m — §) = sin7 - cosJ —

. . . € .
cosT -sind = —cos7 - sind = sind unutmaymn) kisacast her z € [e,2m — ¢] i¢in 0 < sin 3 < smg
nedeniyle —— < —— yazilmustir. O halde kolayca, istenen sonug¢ lim sup  |R,(x)| | = 0 bulunur.

siny ~ sin s N0 \ xele,2m—e

Siz agagidakini gosteriniz:

N sink 2
P [ (Vn € N,Vz € R — {2k : k € Z))
kena1 K n‘sm%|
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Ugiincii seri (1, 00) araliginda noktasal yakinsar ama diizgiin yakinsayamaz, ¢iinkii her n € N ve 2o € (1, c0)

icin, N > n ise asagidakiler

o In(1+ kxg) N Un(1+ ko)
Sup |Rale)] > [Ru(i0)] = Rulao) = 55 SLTAT0) o g fnl+ kao)
z€(1,00) k=n+1 kl’o k=n4+1 k‘l‘o

bulunur, bu esitsizlikleri 6zel olarak r,,, = 1 + % € (1,00) (Vm € N) rasyonel sayilar1 i¢in yazarsak

N
> POEEm) o sup (Ru@)] (vmew)
k=n+1 k‘?"m z€(1,00)

olur, m — oo icin r,, — 1 oldugundan, gerek N dogal sayis1 gerekse sag yukaridaki supremum m dogal

sayisindan bagimsiz oldugu icin m — oo icin limit alip

N In2 N tn(1+ krp,
k=n+1 k M=00 p—p+t1 krm z€(1,00)

esitsizlikleri her N > n i¢in dogru olur, N — oo i¢in limit alip

x 1
+oo=4n2 Y. — < sup |Rp(x)]<+oc0 (VneN)
k:n-i—lk z€(1,00)

bulunur, bu sonug (1, o) araliginda fonksiyon serisinin diizgiin yakinsamadigim soylemektedir. Ugiincii seri

_ n—1
[1+4¢, c0) araliginda diizgiin yakinsar, ¢iinkii her x € [1+¢, 00) i¢in é"(i;m) < oo (L) ' < (ﬁ)

ve sonugta

X tn(1+k &S k=l 2 k
R = 3 MG < 8 () = 2 (de) =
k=n+1 k=n+1 k=n

ve 0 < sup Rp(z) < r, — 0 nedeniyle istenen bulunur. Dordiincii seri her kapali-sinirli aralikta,
x€[14€,00)
ozellikle M > 0 ne olursa olsun [—M, M| araliginda diizgiin yakinsar, neden?

2 T

o
), >, ———— fonksiyon serileri igin
n=1

nfn’n n(n + x)

o0 o0 1 o0
4) > sin?(2rvnZ +22), Y 2% -sin—, S In(l+
n=1 n=1

n=1 3"x
ayn1 soruyu ¢oziiniiz.

Ik seri R kiimesinde noktasal yakinsar, diizgiin yakinsayamaz, ciinkii birinci fonksiyon serisinin kalan top-

lamlar1 i¢in

R, (x) = ki;ﬂ (sin(27r\/ k2 + m2)>2 > (sin(27r\/ m? + x2))2 >0

esitsizligi her z € R, hern € Nve m > nicin gecerli, sonugta ,,, = m almarak R, (z) > sin?(27vm?2 + m?2) =
sin?(2v/2mm) bulunur, oysa sonsuz sayida m(> n) dogal sayist icin, iinlii Dirichlet Teoremiyle sin(2v/27m) >

1 1
— gerceklendiginden (neden?) sup | Ry, (x)| = sup R, (x) > — bulunarak sup | R, (z)| — 0 olmadig1 anlagilir.
2 z€R z€R 4 z€R
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Oysa bu seri, M > 0 ne olursa olsun [— M, M| aralifinda diizgiin yakinsar, ¢linkii

42yt 1
0 < sin? (27T\/n2 + x2) <L < 4nM* — (Vn € NVz € [-M, M))
n n

4

oldugundan birazdan kanitlanacak olan Weierstrass Teoremi kullanilir.

Ikinci fonksiyon serisi  # 0 icin anlamli ve her z # 0 igin yakisaktmr, ¢iinkii [siny| < y (Vy € RY)

bilgisiyle
> (2% sin | = 302" fsin | < - 30 (5)7 < fo0 (v £0)
csin —| = lsin —| < — . = 00 x
n=1 B 1L - 3nx| T |z| =103

nedeniyle bu seri mutlak yakinsak ve sonugcta yakinsaktir, oysa bu seri degil (0, co) araliginda (0, 1) araliginda

bile diizgiin yakinsayamaz, ¢iinkii bu andan itibaren (0, 1) araliginda ¢alistigimizi unutmadan

4
Vn € Nigin [|Ry| = sup |Rn(z)] > —
z€(0,1) 3
e 2 . 1 < :
gergeklesir, ¢iinkii ¢, = o irrasyonel ve r,, = 3 rasyonel sayilari araciliiyla, herbir x € (g,, 1) C (0, 1)
7r
2 1 1
gercel sayis1 ve herbir £ > n dogal sayisiigin ¢, = —— < z < lnedeniyle ) < — < — < T bdylece
) 3 3k " 3nx 2
0 < sin (3,€> < 1 (Vk > n) gozleyerek, asagidaki pozitif terimli yakinsak toplam i¢in
x

x 1
sup |Rn()] > sup |Ru(z)| = sup 5 2%sin (3%)

z€(0,1) 2€(gn,1) z€(qn,1) k=n+1
1 2
n+1 _: n+1
> o, 70 (g ) 22 (5,
bulunur, ¢iinkii p(z) = et (Va: € (0, gD fonksiyonu i¢in ¢'(z) < 0 <Vx € (0, g]) oldugundan
x

go(g) < (x) boylece asagidaki esitsizlik gegerlidir:

2% <sinx (V:c € (O, gD

sonugta 7y, € (gn, 1) C (O, g) oldugundan

1 1 1 2 4
sup 2" sin < - > > 2" sin < - > > 2" sin <> >2 — = —
z€(gn,1) 3ntlyg 3ntlp, 3 3r 3w

4
bulunur. Demek ki / = (0,1) araliginda ¢alisitlirsa lim|| Ry, ||, > 3 nedeniyle, yukaridaki seri / = (0, 1)
s

araliginda boylece (0, co) araliginda diizgiin yakinsamaz. Oysa bu seri her € > 0 i¢in A; = [g, 00) aralifinda
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diizgiin yakinsar, ¢iinkii her x € A. i¢in ¢ < z = |z| bdylece

k n n
1 1 0 2 2 2 2 (2
2Fgin [ — || < =- ) =Z.(Z Z(Z2) =5
- <3k$)’ I k:zn:H <3> x (3> Se (3) "

ve sonugta 0 < [|Ry,|l,. < 8, (V €N) ve d, | 07 nedeniyle h_)m |Rn|l 4. = O bulunur, buysa istenendir.
€ n o0 £

Ru(z)| < 3

k=n+1

Ugiincii fonksiyon serisi pozitif terimlidir ve

s x? 22
n = 1 —_— 1 ’ R+
Bnla) k:zn:-H tn < + k€n2k> > {n < + (n+ 1)fn2(n + 1) (Vn e N,Vzx € )

ve boylece asagidaki bulunarak

2

x (n+1)?
> 1 1
53 Fn(@) 2 sup ln ( T D 1)) > ( T T Dem2n + 1>)
(n+1) 10
= 14— 7 —
€n< +€n2(n+1) >€n9 >0

ticiincii serinin (0, co) araliginda diizgiin yakinsayamadigi anlagilir, burada dikkat edilirse

; 1
tn(n +1) < In(1+ Yn)® =31+ ¥n) < 3¥n ve (n(n +1) < 9Vn? ve En?(:—i— 0 > . 3nn2 =
173 1 "
nT > 9 > 0 gozlenmistir. Ugiincii seri, M > 0 ne olursa olsun [—M, M| araliginda diizgiin yakinsar, bunu
gosterebilmelisiniz.

Sonuncu seri [0, M] araliginda diizgiin yakinsar oysa [0, co) aralifinda diizgiin yakinsayamaz, ¢iinkii n < N

gercekleyen dogal sayi cifti ve M > 0 pozitif sabiti ne olursa olsun

N

M
——— < R, (M) < sup R,(x)
k=§n;rl k (k + M) " z€[0,00) "
N
gegerli oldugundan (neden?) , 6nce M — oo limiti almp > + < sup R, () vesonra N — oo limiti
k=n+1 z€[0,00)
o0
almip +00 = ) % < sup R, (x) sonucu bulunur.
k=n+1 z€[0,00)

Simdi sirada ¢ok kullanigh {i¢ tane , diizgiin yakinsama iizerine yeterlik bildiren teorem var. Bu teoremlerde

ise kosuluna dikkat ediniz.

o0 o0

Teorem 8 (Weierstrass): A kiimesinde tamimlt ) f,,(z) fonksiyon serisi, Y ||fn|| < +oo kosulunu ger-
n=1 n=1

cekliyor ise A kiimesinde diizgiin yakinsaktir.

i fr(z)

k=n-+1

Kamtlama: Her x € A icin [R,(z)| =

< X @) < X |fell = ra (Vn € N) olur,
k=n+1 k=n+1
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o0
cinkii |fx(z)| < sup |fx(z)| = || fx|l gegerlidir. Fakat > || f,| serisi yakinsak oldugundan lim r, = 0
€A n—oo

n=1

i fr()

k=n+1

ve 0 < sup |Ry(z)| < r, — 0 nedeniyle ||R,| = sup,c4
x€A

IR, || — O bulunur.

= Sup,c4 | Rn(z)| olmak iizere

oo
Sonu¢ 4: A kiimesinde tamimli ) f,(x) fonksiyon serisi ¢,’ler sabit olmak iizere eger |fn(x)| < ¢,
n=1

o0
(Vn € N,Vz € A) gergekliyor ve > ¢, serisi yakinsiyor ise diizgiin yakinsaktir.
=l oo oo o0
Kamitlama: Hipotezler altinda 0 < || f,|| < ¢, (VR € N) ve > ||full < D ¢ < +o0 nedeniyle > || fn||
n=1 n=1 n=1
serisi yakinsak oldugundan 6nceki teorem kullanilir.

. 0 1
Ornekler 7: ) ) (Vx € R) fonksiyonu bir dnceki sonug¢ nedeni ile fiim R kiimesinde diizgiin ya-
n=1"1 T

1
kinsar, ¢iinkii f,(x) = (Vn € N,Vz € R) alimirsa 0 < |f,(2)| < — = ¢, (Vn € N,Vz € R) ve

n? 4 x2 n?
oo o0 1
Y. o= Y, —5(=((2)) serisinin yakinsakligim gézlemek yeterlidir.
n=1 n=1"M
. cosnx = 1
Z n(n + 1) ve Z n2enl|

n=1

fonksiyon serileri benzer niteliktedir. [— M/, M| araliginda diizgiin yakinsayan neredeyse tiim fonksiyon seri-
00 n2 " Ln
leri i¢in yine yukaridaki sonug kullanilir. Bu arada ) M
n=1 vn!

2 (M + %)n n?

Vn!
Not: Teorem 8 cogunlukla Weierstrass M —Olciitii (=Biiyiikce (majorant) Olgiitii) olarak bilinir.

fonksiyon serisi her e > 0 ve M > ¢

icin [-M, —¢] U [e, M| kiimesinde diizgiin yakinsar, ¢iinkii ¢, = almnr.

Sirada Dirichlet ve Abel’in yeter kosullart var:

Teorem 9 (Dirichlet Yeterlik Teoremi ): f,, g, : A — R (Vn € N) fonksiyonlar1 agagidaki kosullar1 gergek-
o0

liyor ise > fn(x).gn(x) fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin yakinsar.

i)V € A_igin {fn(x)}>2, dizisi tekdiizedir,

ii) lim || fn]| =0,
n—o0
n
i) IM >0, | Y gr(x)| < M (Vn € N,Vz € A).
k=1

oo

Kamtlama: ¢) kosulu alinda > |f,+1(x) — fn(2)| fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin yakinsadigt igin,
n=1

Pxy =S
bir sonraki Onerme 4 kullanilir ve > f,,(z).g,(z) fonksiyon serisinin diizgiin yakinsadig1 ¢ikarsanir. Ger-
n=1

cekten sozii edilen ilk seri igin, ¢) hipotezi nedeniyle,

Ro(z) = ) |fur1(@) = fi(@)] = £fas1(z) (Vo€ A, VneN)
k=n+1

olur, sozgelimi { f,, ()}~ dizisi tekdiize azalmayan, yani fy,(z) < fpy1(z) (Vn € N) ise her k € N i¢in
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0 < frr1(z) — fr(x) boylece bu durumda R, = — f,+1(x) (Vn € N,Vx € A) olur, ¢iinkii

Ro(z) = D |fir1(@) = fr@)] = D (frra(z) = fu(@))
k=n+1 k=n+1
N
= Jim_ (gjﬂ (fra (@) — fk(x))>

= A}gnoo ((fare(®) = faz1(@)) + (foa3(®) = fora(@)) + o + (fvga(z) — [ (2))))

= Jim (o) = Fra@) =  fim fxa(o) = @) =0 funa)
= —fn+1 ($)

bulunur, clinkii

ve lim | fn| = 0 oldugundan lim f,(z) = 0 = lim fni1(x) gecerlidir, eger { f,, ()}, dizisi tekdiize
n—00 n—00 N—o0
artmayansa yani f,,11(x) < fp(z) (Vo € A,Vn € N)ise bukez R, (z) = fr+1(z) olur. Sonugta |R,,(z)| <

| for1(@)] < ||fns1l] (Vo € A,Vn € N) ve boylelikle ||R,| = sup |Rn(z)| < |[fat+1]] — 0 oldugundan
€A

o0
bu sonu¢ > |fni1(x) — fu(x)| fonksiyon serisinin diizgiin yakinsadigini soyledigi i¢in, agsagidaki onerme
n=1

kullanilir, istenen sonug ¢ikarsanir.

e oo
Onerme 4: f,,g, : A — R (Vn € N) fonksiyonlar i¢in asagidaki kosullar gecerli ise > fn(z).gn(x)
n=1

fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin yakinsar:

o0
i) > |fnt1(x) — fn(z)| fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin yakinsar.
n=1

i) T | foll =0,
iii) IM >0, | > gr(z)| < M (Vn € N,Vx € A).
k=1

Not: Bu 6nerme aslinda Dirichlet Teoremi’nden daha sonra, onu biraz olsun genellestimek amaciyla verilmis-

tir.

o0
Kamitlama: Verilen hipotezler alinda »_ f,,(z).g, () fonksiyon serisinin kalan toplamlari igin sunlar geger-
n=1

lidir:
n
Kisalik amaciyla G, (z) = > gi(z) yazilirsa i4i) kosulu nedeniyle |G, (x)| < M (Vn € N,Vx € A) gozle-
k=1
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yip genellestirilmis Abel bagintisiyla

Ru(x) = > ful@).gi(x)

k=n+1
N
= Jim > (@) .gi(x)
k=n+1
= Jim (fN(J:).GN(a:) - fn(:c).Gn(a:)> + <Z Gr(). (fr(z) — fk+1(1’))>
k=n

_ (Z Gi(@). (file) - fk+1<x>>> — ful@)-Gla)
k=n

bulunur, ¢iinkii {G,,(x)},2 ;| dizisi simrl, oysa lim ||f,|| = O nedeniyle, Yz € A i¢in {f,(x)},~, dizisi
n—oo

boylelikle { f,,(z).Gp(x)},- dizisi sifira yakinsar. Boylece A}im fn(2)Gn(x) = 0 olur ve
—00

[Ra()] < Y |G(@)] | fresr(2) = ful@)] + a1 (2)] - |G ()]
k=n+1
< M. [ > |fk+1(37)—fk(l’)|+|fn+1(33)|]
k=n-+1
< M. [ Y fiea(@) = ful@) + an+1”]

k=n+1

oo
ve sonugta 0 < ||R,|| = sup|R,(z)] < M.sup <Z | fe+1(z) — fr(x)] + ||fn\> olur, sag yani hipo-
€A €A \k=n

o

tezler nedeni ile n — oo igin sifira yakinsadigindan > f,,(z).gn(x) fonksiyon serisinin kalan toplamlart
n=1

lim ||R,| = 0 gergeklediginden, s6zii edilen serinin A kiimesinde diizgiin yakinsadig1 anlagilir.

n—oo

o0

Sonug 5: Eger agagidakiler gegerli ise > (—1)"*1. f,,(x) fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin yakinsar:
n=1

)0 < for1(z) < fu(z) (Vn e N,V € A),

i) Tim_[|fa]l =0

n
Kamtlama: g, () = (—1)"™! (Vn € N,Vz € A) alarak Dirichlet Teoremi kullanilir, giinkii | > gx(z)| < 1
k=1
. o 0; niftise
(Vn € N,Vz € A) gozleyiniz, ¢iinkii dikkat edilirse > gr(z) = gecerlidir.
k=1 1; ntekise
. 0o (_1)n+1 0o (_1)n+1 o (_1)n+1
Ornekler 8: 1) > > > fonksiyon serilerinin tiim R kiime-

= n+a? V2 + a2+ 22 S vn+ 1 +sine

sinde diizgiin yakinsadigini gosteriniz.

Coziim: Hepsi icin, yukaridaki Sonug kullamlir, Ornegin

| 1 1 .
fu(z) = icinn+1+22>n+22>0= fi1(z) = < = fo(z), lim ||fn]] =
n n—00

S n4 1422 " n+a?

2
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. .1 . e 1
nh_{r;o <21€1£n n xQ) = 731—{20 o= 0 olur. Benzer bi¢imde ikinci seri igin f,(x) = m alinirsa

(n+1)?>n?=4/(n+1)*+22>Vn? 22 =

1 1
Vin+ 1)+ a2 +2? >V v a2+ a? = frpa(a) = < = fu(2),
\/m2 2 2
(n+1)2+$2+$2 n“+x°+x

1 1 1
hm = hm su = lim — = 0, uc¢iincii seri icin )= —————

(Vn € N, Vz € R) yazilirsa

—1<sinz<1<yVn<vVn+1ve0< fu(z)ve vVn+1+sinz <vn+2+sinx

1 1
nedeniyle 0 < fr41(z) < fu(x) (Vn € N,Va € R) veayrica || f,|| = sup < ) = - -
vn+1+sinz 1ng(\/n +1+sinz)

— Ovyani lim ||f,] = 0 bulunur.
n—oo

1
vn+1—1

Burada, gerekli oldugundan su temel bilgiyi verelim:

1 1
Bilgi: Eger ¢ gercel degerli fonksiyonu i¢in inf ¢o(x) > 0 ise sup = - esitligi gecerlidir.
zeA zeap(z)  info(z)

(Dikkat: eger inf p(x) = 0 ise sup—~ = +oo gecerlidir). Gergekten kisalik amaciyla inf p(x) = ag
z€A € Aap(m) z€EA

yazilirsa, hipotez geregi 0 < o ve infimum tanimi geregi og < () (Vo € A) bulunur. Ustelik

1
Kos: Ve > 0,3z, € A, a—o—s < () (w)
(Vx € A) nedeniyle herhangi bir zp € A segilerek aio —e < ﬁ bulunur; yok eger 0 < o%o — ¢ ise

kosulu gerceklesir, gercekten eger s—es0Oise-—e<0<

0<e
Qg
3. > 0, Jx. € A, p(ze) < ap + 0e <
1-— EQ
ve sonugta 0 < o < () unutmadan bolme yaparak - i—s = 1_50‘0 < @(;E) istenen sonucuna ulagilir, yani

yukaridaki Kog kosulu yerine gelmis olur. Tiim bunlar W = sup—— ( y esitligini verir. Bu bilgi nedeniyle

z€EA AQP

1 1 1

su = =
PreR <\/n—|—1+sinx> infer(v/n+1+sinz) Vn+1-1

elde edilir.

2) Asagidaki serilerin yanlarindaki kiimede diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz:

> ginn2xsin nz
n+ x2

X sin nx arctan nx

. A=R

i

, I =[e,2m — €]
n

(ML A= e )

n®’

Il
—

n

18

n=1
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e—na:

= _q\ntl = — 0

n;( 1) T A =[0,00)

X e Sin(nzx) B

ngle 7n(.rz+x)’ A=10,M] (M >0)

3 sin(nz) A=[0,M] (M > 0).

nmin(In(vn+1+2))’

1
Coziim: Hepsi icin , Dirichlet Teoremi kullanilir. 6rnegin birinci fonksiyon serisi i¢in  f,(x) =

n 4+ x2’
n

> k()

2

gn(x) = sinn®x sin na alinirsa <1 (Vn € N,Vz € R) gozlenir, ¢iinkii

k=1
= Z 2sin k?zsinkz| = Z (cos(k — 1)k — cosk(k + 1)z)
k=1 k=1

= |cosOx —cosn(n+ 1)z| <2

vehern € Nigin 0 < fi1(2) < fo(z) ve || fo] = 2 gegerlidir.

Simdi ikinci fonksiyon serisi ile ugrasalim.

o0 1 o
Bu seri ket (arctan nxr — 5) T Z sin n T serisine esit olup burada toplama katilan her iki seri
n=1 n
de I. = [e,2m — ] kapali aralifinda duzgun yakmsar 1kincisi bilindiginden birincisinin diizgiin yakinsaklig1
1 1 1 1 1
gosterilmelidir, oysa Abel bagintisi ve 21 m — = Z ( e 1)> +E = 1—5—1-; nedeniyle
" sin kx n=l By (x) B, (x) 1 n-l 1 1 1 1
= . +—| = < — oldugundan
kzz:l k kzz:l E(k+1) no |~ |sin%| kzz:l kE(k+1) n |sinZ| ~ sin§ g
Dirichlet Teoremi kullanilirsa f,,(z) = arctannz — g ve gn(z) = ST (Vn € N,Vz € I.).alinarak
n
n
Z gk () § = M olur ve arctanjant artan oldugundan f,,(z) < fn11(x) < 0 (Vn € N,Vz € I;) ve
5
anH = sup \fn( )| = sup (E — arctan mc) =T _inf (arctannx) = T _ arctanne — 0 olur, ciinkii
xels 2 SCEL-; 2

iyi b111nd1g1 g1b1 her a > 0 igin lim arctanna = T gecerlidir.
n—oo 2
O halde yukarda toplanan her iki fonksiyon serisi de /. araliginda diizgiin yakinsadigindan toplamlar1 da

diizgiin yakinsar (neden?). Uciinciisiinii de Dirichlet Teoremi ile ¢6zelim.
sin nx

1
Gercekten Dirichlet Teoremini uygulayabilmek icin r) = ——— ve x) = ali
¢ ygulay ¢in  fo(z) n(v/n £ 1+ 2) In() p
0 < foti(z) < fo(z) (Vn € N,Vz € [0, M]) gozleyerek ve f,, azalan bir fonksiyon oldugundan || f,,|| =

— 0 bulunur. Ayrica

2
fn(0) = n(n+ 1)

n . k
)| < Zsmk:” < 5¢7 (Vn € N,Vz € R)

k=1

gosterllmehdlr Bu esitsizligi [, ] aralifinda gostermek yeterlidir, (neden?), oysa g, fonksiyonlar1 tek fonk-

T,

n

siyon ve Z ge(—z) = (—1) Z x(z) gergeklendiginden aslinda [0, 7] araliginda gostermek yeterlidir. Bu
k=1 k=1
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esitsizlik = 0 ve x = 7 i¢gin apagiktir, simdi « € (0, 7) alinip 0 < ? gbzlenip n, = [ﬁ] +1> @ >0

VT VTt

™
tanmimlanirsa sunlar bulunur: n, < ~—+41 =
x x

3/, istelik [siny| < |y| (Vy € R) nedeniyle , eger n < n, ise

boylece r < m < 2¢/m unutmadan z-n, < /T+x <

n

sin kx
2

k=1

n
kx
< ?:nmgnx.xg?;\/%
k=1

sin kx

k

k=1

olur, buna karsilik eger n, < n ise

n

sin kx
2

k=1

sin kx ", sinkx
< E ’ + E ’ <3Vm+ 27
k<ng k=n;+1

bulunur, ¢iinkii her y € [0, 5] icin 27@/ < siny oldugundan (dikkat: bu son esitsizlik ¥ = 0 i¢in apagiktir ve

- 2
y € (0, %] icin p(y) = Slzy fonksiyonu ¢’(y) < 0 gergeklediginden tekdiize artmayandir ve boylece — =
7
i 1 1
e(Z) < py) = % bulunur), sonugta 0 < £ < sin§ (Vz € (0,7)) ve boylece @ = Tl < g

1
(Vz € (0,m)) olur iistelik VT < ngve — < % gecerlidir. O halde n < N ve x ¢ {2kw : k € Z} ne
x Ny T

olursa olsun gecerli olan
2

n [sin (5)]

N ink
Z Slnka S

k=n+1

X\ osink
SN KT
>

k=ngi1

2 20 T
< <« 22T _ 9/7 (V& € (0,7)) bulunarak
= s (3) NG V7 (Vx € (0,7)) bulunara

yukaridakiler elde edilir. Boylece { f,,(z)}, - dizisinin tekdiizeligi lim || f,(z)| = 0 ve
n—oo

esitsizliginden yararlanarak

< by/m

Zn: gk(z)
k=1

(Vn € N,Vz € [0,00)) nedeni ile Dirichlet Teoremi uygulanarak istenen bulunur, bitti.
Teorem 10 (Abel Yeterlik Teoremi ): f,,, g, : A — R (Vn € N) fonksiyonlar1 eger

i) Vo € Aigin { f,,(z)};2, dizisi tekdiizedir,

i) AM >0, |fr(z)] < M (Vn € N,Vx € A),

oo
iii) Y gn(z) fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin yakinsaktir.
n=1
o0
kosullarini gergekler ise > fn(x).gn(z) fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin yakinsaktir.

n=1

Kamtlama: Bir sonraki 6nermeden elde edilir (nasil?)

Onerme 5: f,, g, : A — R (Vn € N) fonksiyonlar1 eger
i) sup < 1 | fr1(z) — fn(:n)|> < 400

€A \n

o0
ii) A kiilmesinde ) g, (x) fonksiyon serisi diizgiin yakinsar.

n=

1
iii) 3M >0, |fi(z)] < M (Vo € A)
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o0
kosullarini gergeklerse . fi,(x).gn(z) fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin yakinsaktir.

n=1

o0

Kamtlama: Kisalik amaciyla M* = sup (Z | fr1(z) — fn(a;)|> yazarsak her n € N ve her z € A i¢in
€A \n=1

|fn(z)| < M* + M = M** bulunur, ¢iinkii,

1

fu(@) =) (fer1(z) = fu(x)) + fi(z)

3
|

k=1
ve boylece
[fn(@)] < Z|fk+1 )| + [f1(@)] <Z|fn+1 ()| + M
< sup (MM >|) +M =M+ M= M
€A

7 o0 o0
bulunur. O halde G,,(z) = > gi(z) ve g(z) = > gn(x)yazarak > fn(x).gn(z) serisinin kalan toplamlari
k=1

n=1 n=1
icin, asagidakiler bulunur:

Z fi(x = fn(2).Gn(z) - ) + ZGk = frr1 ()
k=n+1
= fn(@). (Gn(x) = g(2)) + fal2). (9(2 )+ Z (Gr(z )- (fe(@) = fe+1(2)))

clinkii dikkat edilirse agagidakiler gecerlidir:

T Gue) (o) = fin(2) = T (Gale) ~ 90) - (o) ~ fien(2) +(0). T (Julo) = fea ()

N—1

Z (Gr(x) — g(2)) - (fu(x) = frs1(2)) + 9(). (fu(z) — fn(2))

o0
O halde her n € N ve her x € A icin h,(z) = Gu(x) — g(z) yazitlirsa sup | Y. gx(z)| = M,, — 0
€A |k=n+1
o0 o0
unutmadan |hy, (z)| = |Gp(z) — g(z)| = | Y. gr(x)| veboylece ||h,|| = sup |hn(z)| <sup| Y. gr(z)| =
k=n+1 €A €A |k=n+1

M,, nedeniyle lim |[|h,| = 0 bulunur. Sonugta 0 < lim |Ax(z).fn(z)| < lUm (||hy|.M**) = 0 ve iiste-
n—00 N—o0 n—00
lik

Roe) = Jim 3 file)ante) = Jim (fxlo)nle) = fule) (o) + T ) (o) - fir(o))

N—)OOk =n+1

= — ful@) () + kg hi (@) (fr(x) = fesr(2))

olur. Oysa lim |[|h,| = 0 nedeniyle 0 < |lh,| < c
n—oo

O+ 1) (Vn > ng) oldugundan her n > nyg igin
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asagidaki toplamda k > n+1 >n > ng ve

[Bn(z)| < |fu(2)]. [hn(2 \+Z\hk ) fw() = ferr (@)

<l hnll + Z 1kell - [ o (@) = S ()]
k=n

13
M**,
S 1 1) t3 M**Jrl SUPZU}: — freri(x)| <e

IN

o0 o0
olur, ¢iinkii sup > |fr(z) — fr+1(x)] < sup <Z | fx(x) — fk+1(:c)|> = M < M** olmaktadir.
r€A k=n €A =n

o0
O halde 0 < ||R,|| = sup|Rn(z)| < e(Vn > ng) kisacast |[R,| — O bulunur, buysa > fn(z).gn(x)
€A

n=1
fonksiyon serisinin A kiimesinde diizgiin yakinsamasi demektir.

Uyart: Abel Teoremi Artik Onerme 5 dan kolayca elde edilir, ¢iinkii Abel teoremindeki i) ve ii) kosullari

gercekleniyorsa

sup (Z | fros1(x (:c)]) <2M < 400

€A

bulmak kolaydir, 6rnegin { f,(x)}>°, tekdiize dizisi azalmayansa

S (@) = fal@)] = 3 s (@) = ful@) = Tim 3 (figa () — fulx))
n=1 n=1 k=1

n

=Tm ) (frs1(2) = fu(@)) =T (fus1(2) = fi(2) = T | fosr(2) = fr()]

k=1
lim (| fot1(2)] + |f1(2)]) < 2M olur.
. o0 o0
Ornekler 9: 1) Pozitif terimli olmasi gerekmeyen »_ a,, serisi eger yakinsak ise »_ a,x" kuvvet serisi
n=1 n=1
[0, 1] araliginda diizgiin yakinsar.
oo o0
Coziim: Oncelikle Y a,, serisi yakinsadigindan R, = Y a kalan toplamlarinin lim R, = 0 gercekle-
n=1 k=n41 n—00

digi gozlenmelidir. Her n € N ve her = € [0, 1] i¢in f,,(x) = 2™, gn(z) = a,, tammlanirsa | f,,(z)| = |z|" < 1

(Vn € N,Vz € A) olur. Bu fonksiyonlar apagik bi¢imde Abel Teoreminin ), i) ve ii7) kosulunu gercek-

oo o0
ler ¢iinkii > gi(z) toplam1 = de8iskenine bagh olmayan >, a; = R, kalan toplami oldugundan
k=n+1 k=n+1
o0 o0
sup| > gi(z)| = |Rn| — 0 olmaktadir. O halde Abel teoremi nedeniyle »_ a,z" fonksiyon serisi [0, 1]
€A |k=n+1 n=1

72



[ee]
aralifinda diizgiin yakinsar. Bu giktaki gercege Abel Toplanabilme Teoremi denilir, ¢iinkii Zan = f(1)
n=1
olur, burada f(z Zanac (Vz € [0,1]) yazalmugtur.
n=1
2) Asagidaki fonksiyon serilerinin yanlarinda yazili kiimelerde diizgiin yakinsadigini gosteriniz:
00 (_1)n+1
>y
n=1 N+x
o (—1)"" cos z

arctannzr, A=R

L "Pn A= [-M,M
nzzjl vn+1-+cosz | ]
S 1
1) ——, A=1[0,00
nz::1 ( n(n + x) 0,0)
> () g A= D000 ve 3 T e 420, 00)
— = [0, 00) ve e ", A=10,00
= 2nne’ ’ = n
Hepsi Abel Teoremi nedeni ile diizgiin yakinsaktir. Birinci seride g, (z) = a2 (Vn € N,Vz € R) ali-
n+x
2 .o
nirsa, arctangent artan ve » , g () fonksiyon serisi Ornek 8.1) de kanitlandig1 gibi R kiimesinde diizgiin

n=1
yakinsak oldugundan, |arctany| < 5 (Vy € R) nedeniyle Abel Toremindeki tiim kosullar yerine gelir. Ikinci
. 0o ( 1)n+1
seri icin, tipki Ornek 8.1)’de yapildig1 gibi _—
¢ P ) de yapildigrg nz::1\/n+1+cosx

liginda diizgiin yakinsar ve Arsimet Ilkesiyle 2M < ngm gercekleyen ng € N ve her n > ng ve z € (0, M]

serisi tim R kiimesinde, bu arada [0, M| ara-

M
icin 0 < % < % < n% < 770 < g ve cosiniis (0, 7] arahginda azalan oldugundan, g,(z) = cos =
fonksiyonu i¢in 0 < g, (z) = cos & < cos %5 = gny1(x) (Vn > ng) olur, bu esitsizlikler = 0 i¢in apagik-
(=1)"" cos £

tir, boylece Z ——————" fonksiyon serisi [0, M] araliginda ve bdylece [— M, 0] araliginda ve sonugta

1vn+1+cosz
Sl 1COS” fonksiyon [— M, M| araliginda Abel Teoremi nedeni ile diizgiin yakin
onksiyon serisi , araliginda Abel Teoremi nedeni ile diiz akinsar.
1vn+1+cosz Y s sy

) 3) Abel Teoremini kullanarak Z %’f) fonksiyon serisinin I, = [, 27 — ¢] aralifinda diizgiin yakinsadi-

§im1 kanitlayiniz.

sm(nx)

Coziim: Bu fonksiyon serisini Z W

bicimde yazip her n € N ve her z € [0, 1] i¢in f, (z) =

W ve g () = % alirsak 0 < f, (z) = ng’fxg < (n(:1+)2ll-ac2 = for1(z) <1 (Vn e N, vz €[0,1])
o0

gozleyip tstelik > gy, (z) serisinin I, arah@inda diizgiin yakinsadigim hatirlayacak olursak, Abel teoremi
n=1

nedeniyle ¢oziim biter.

Asagidaki teorem gerg¢i Teorem 1 ¢)’den kolayca elde edilir ama biz bagimsiz bir kanitlama verelim:

oo
Teorem 11: f,, : A — R (Vn € N) fonksiyonlart siirekli, > f,(z) fonksiyon serisi A kiimesinde diizgiin

n=1
o0
yakinsak ise f(z) = Y fn(x) (Vz € A) toplam fonksiyonu A kiimesinde siireklidir.
n=1
Kamtlama: 2o € A almsin. Ve > 0, 35 > 0,|Jx —xg| < . ve x € A = |f(z) — f(z0)| < e gostermek

[e.e]
istiyoruz. Diizgiin yakinsaklik nedeniyle R, (z) = Y. fn(x)igin ||Ry,|| = sup |Ry(z)| < % (Vn > ng) ve
k=n+1 €A
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boylelikle, uygun bir . > 0 igin |z — o] < ¢ ise f(z) — f(xo) = i (fn(z) = fu(zo)) + i fulx) —
n=1 k=ns+1

5 ulao) = 32 (ala) = fula0) + B (2) = R (o) Boylece

£) — £l € D2 1ale)  Fulao) + [Ra(e)] + 1Balao)] < 3 1fule) — Fuleo)] + 2 <2
n=1 n=1

istenen sonnucu bulunur, ¢iinkii herbir n < n, indisi i¢in f,, fonksiyonlarinin herbiri 5 € A noktasinda

stirekli oldugundan 36, . > 0,]z — 20| < dpevexr € A = |fu(x) — fu(zo)| < oldugundan

&
3(ne+1)
gelisigiizel bir 0 < 6, = min{di ¢, d2c,...,0pn  } segilirse 0 < 6. < 6, (n < ne) oldugundan |z — z¢| <

0:(< One) = | fu(z) — fulzo)] < ﬁ ve boylelikle asagidaki bulunarak, istenen elde edilir.
€
o= 0 < 8o = 35 fule) = fulo)] < ez < =
0 e = n n\<L0 5'3(715 + 1) 3

n o0
Daha kisa bir kanitlama: s, = > fx (Vn € N)yazip R, = > fx = f — sn (Vn € N) gozleyip
k=1 k=n+1

|f — snlla = ||Rnll4 yani f 2 lim s, bulunur ve Teorem 1i) uygulanr.
n—o0

o0
Sonug 6: f, : [a,b] — R (Vn € N) fonksiyonlart siirekli, > f,(z) fonksiyon serisi [a, b] arali§inda diizgiin

n=1
yakinsak ise le <§ fn(x)> = § fn(zo) (Vo € [a,b]) olur.
T=T0 \n=1 n=1

Bu bir 6nceki teoremden elde edilir (nasil?)

Ornekler 10:

= (1) = (1)
1) U ~— . x"=¢In2= 1l ~—~ g{sterin.
Vi 3 S et = 2= lim ) Sl goseerin

[e.9]

Coziim: Leibniz Teoremi’ni ammsayalim: {a,, }, , pozitif terimli serisi azalarak sifira yakinsarsa E (-1)"a

n
o n=1
almagik serisi yakinsaktir.
n

[Gergekten s,, = Z (—1)“rl ay (Vn € N) kismi toplamlar yakinsar, ¢iinkii 0 < s2, < S2p42 < ... <
k=1
Sont1 < Sop—1 < s1 = a1 (Vn € N) gerceklenir, ¢linkii 0 < apy1 < a, (Vn € N) nedeniyle toplama

katilan parantezler pozitif oldugundan s, = (a1 — a2) + (ag — a4) + ... + (a2n—1 — a2,) > 0 ve S, 42 =
Son+(a2n+1—a2n42) > Son gecerlidir, buna karsilik so,, 11 = S2,—1—a2n+a2n4+1 = Son—1—(G2n—a2n+1) <
Son—1 < 81 = aj, oldugundan, artan ve iistten sinirl {SQn}fle dizisi ile azalan ve s9 ile alttan sinirli
{san—1},2, dizisi yakinsaktir, tistelik limitleri aymidir, ¢iinkii |Sop41 — S2n| = S2n+1 — S2n = @2p41 — 0

gecerlidir, bu nedenle {s,} -, dizisi yakinsar, ¢iinkii iyi bilindigi gibi bir {z,} -, gercel say1 dizisi, ancak

®©  4ynt+l
ve yalmz lim x9, = £ = lim 9,41 ger¢eklenirse lim x,, = ¢ gergekler.] O halde Z( ) yakinsaktir
n—oo n—oo n—o0 —
) >~ (— 1) '
ve Ornek 9.1) nedeniyle 27 - 2™ kuvvet serisi [0, 1] araliginda diizgiin yakinsar ve yukaridaki sonug
n

n=1
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nedeniyle

o0 (_1)n+1 00 (_l)n—i-l
I A | T —tn2
i ) et =l ) =t

olur, ¢linki ileride gosterilecegi gibi

= (-
L = —a" —
n(l4a)=>Y" . (Va € (—1,1])
n=1
gecerlidir. ikinci fonksiyon serisi, sozgelimi [%, 00) ve boylece [%, 1] araliginda diizgiin yakinsak oldugundan,

bir 6nceki sonug¢ kullanilir.

o0
2) lim Y (2" —2™) =1= lim
=1

r—1— z—0t 2™n
n n=1

— gosterin.

Coziim: Ikinci seri icin bir 6nceki Sonug’u kullanm . Ik seri ise bir Analiz I sorusudur, ¢iinkii her z €

0.1 igin (@7 — o) = (1-a) 3t = (- a)
o n=1 n=1 (1 LL‘)

> (x” — a:"“) = 0 olur, dolayistyla ilk fonksiyon serisi [0, 1] arahiginda diizgiin yakinsamaz, aksi halde

n=1

= z oysa x = 1 icin apagik bicimde

z; x€l0,1

toplam fonksiyonu f(z) = 0,1) siirekli olmasi gerekirdi, oysa degildir. Fakat lim f(z) =
0: z=1 z—=1”

il_)lri flx) = aljl_)lr% x =1 olur.

z€[0,1) xz€(0,1)

X cosnx . .. R
3) > fonksiyon serisi nerede diizgiin yakinsar?
nel enx

Coziim:Bu fonksiyon serisi [, 00) aralifinda mutka ve diizgiin yakinsar, Teorem 6 dan sonra gelen So-

o0
nu¢’u kullanin. Bu fonksiyon serisi eger [0, 00) araliginda diizgiin yakinsasayd: f(z) = ) cosnrxm toplam
n=1 €
x 1
fonksiyonu her z € [0, 00) i¢in tamml ve f(x) € R(Vz € [0,00)) olurdu, oysa f(0) = > —5 = 400
— e

bulunurdu! Bu seri (—oo, 0] araliginda noktasal ve dolayisyla diizgiin yakinsayamaz (neden?). Ayrica bkz.

Sayfa56, Ornek4.

X3 o0

Onemli Not: Bazen ) a, yakinsak serilerinin toplamini hesaplamada, agagidaki iinlii ve kullanigh teorem
n=1

cok ige yarar. Bu iinlii sonucu Avusturyali matematik¢i Alfred Tauber 1897 yilinda gostermistir:

Tauber Toplanabilme Teoremi: Eger asagidaki kosullar gerceklenirse:

i) lim na, = 0 ise,
n—o0

oo
ii) f (x) = Y. apx™ kuvvet serisi (—1, 1) araliginda yakinsaksa,
n=0

i) lim f () = ¢ limiti tanimli ise

rz—1~
o o0
bu durumda ) a, = ¢ gegerlidir, yani ) a,, toplami hesaplanabilir.
n=0 n=0
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. n
Ispat: Her zamanki gibi s,, = > aj yazarak kolayca her z € (—1, 1) igin sunlar bulunur:

k=0
n o0
Zak— (Zakx + Z arpx ) :Zak (1—3:’“) — Z akfck
k=n-+1 k=0 k=n+1

ve bilindigi gibi, herbir 0 < a < ligin1—a* = (1 —a) (1 +a+a®+ ...+ a*!) < k(1 — a) oldugundan,
sonucta

n oo

s = f (@) < (L —2). ) klag| + D lagla
k=1 k=n+1

bulunur, oysa 7) hipotezi nedeniyle In. € N, 0 < nla,| < § (Vn > n.) boylece |ax| < 57 (VK > ne) olur.

Herhangi bir n > n. alindiginda

o e oo ,’L‘k e (o)
T I Y =

k=n+1 k=n+1

bulunur. Ozel olarak r,, = 1 — % (Vn € N) rasyonel sayilari i¢inr,, - 1vel —r, = % unutmadan

1 n
[ — <-. kz_j o]+

bulunur. Oysa lim 7 |a,| = 0 oldugundan, bu son dizinin aritmetik ortalamalar dizisi i¢in
n—o0

1 n
Jm, (n-Zk‘akO
k=0
oldugundan, sonugta tiim bu bildiler nedeniyle, yeteri biiyiik herbir n dogal sayisi1 icin
2e
[0 =€) < |sn = f )l +1f (rn) =€ < 5+ 1f () — 4] <e

bulunur, buysa asagidaki istenen sonucu verir.
o
Zan = lim s, = /.
n—oo
n=0
Simdi de fonksiyon serilerinde tiiretilmeye ve tiimlevlenebilmeye iligkin bilgileri edinelim.

Onerme 6: Her n € Nicin f,, : [a,b] — R fonksiyonlart tiiretilebilir olsun. Eger

o0
i) > f. fonksiyon serisi [a, b] arahiginda diizgiin yakinsak
n=1

o0
i1) 3o € [a, b], Z n(x0) serisi yakinsak
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(o]
kosullar1 gerceklenirse Y f,, fonksiyon serisi [a, b] araliginda diizgiin yakinsaktir ve iistelik agsagidaki gecer-
n=1

lidir:

(Z fn(x)> Zf,; (Vz € [a, b))

n=1
n
Kamitlama: Her Vn € N ve Va € [a,b] igin s,(z) = > fr(z) omak iizere 6nerme 3’deki tiim kosullart

o0
gercekleyen {s,, } 2 | tiiretilebilir fonksiyonlar dizisine, her z € [a, b] igin lim s,(z) = 3 fn(z) oldugu ve
n—oo —

hipotez geregi li_>m 5n () limiti var oldugundan, Onerme 3 uygulanarak istenenler elde edilir.
n—oo

Ornekler 11:

1 > sin (ne?) 2 cosnz & o0 arctan%
! ’ , —1)"" ' In (1 + 2), vttt v
. Z n? + x? n=1 nd+1 n:1n2+1 ,?Z:l( ) ( n) n§::1( ) \/ﬁ

2. >
fonk31y0n serilerinin toplam fonksiyonlarinin nerede tiiretilebilir oldugunu belirleyin.

[e.e] / o0
Coziim : Birinci serinin hem kendisi ve hem de <212> =(=1) > 273:2 fonksiyon se-

n=1 \n*+x n=1 (n? 4+ z2)

o0 1y S 2z
risi tim R kiimesinde diizgiin yakinsaktir ve bir onceki dnermeyle Z ( 2) = — —
n+x n=1 (n? + z2)
olur. Ikinci seri i¢inde benzer seyler gegerlidir. Ugiincii seride g,,(z) = C(;Sfx (Vn € N,Vz € R) yazilirsa
n

< X nsinn o . i e 1
> ogh(x) = Z fonks1y0n serisi sozgelimi [0, §] araliginda diizgiin yakinsayamaz. Ciinkii dikkat
=1

n=
edilirse Abel bag1nt151 kullamhrsa her x € (0, ) icin

00 n » - e
Z 2n .sinnx = lim Z 2k? sinkr — Z n +n )sm(2 )Sln ((n_|_ )2)
ot 1 n—co sin § —~ (n2 +1) ((n n 1) 4 1)

gecerli olup, burada koseli parantez igcinde yazili fonksiyon serisi R kiimesinde diizgiin yakinsar, ¢iinkii apagik

bicimde n? +n —1< (n+1)2+1ve

(n2+n_1)5111(%)8111((”4‘1)%) < 1 <i— (V e N,V GR)
(n2+1)((n+1)2+1) _n2—|—1 7‘[,27071 n , VI

oo
(Vx € R) gozleyiniz), sonugta Z nsin nx _

oo
olmaktadir, o toplama ¢g(x) denilirse (dikkat: |g(z)| < FUST
=

g()

n ()

sahiptir. Oysa iigiincii seri Dirichlet Teoremiyle [, 27 — ¢] arahiginda diizgiin yakinsar (neden?) ve iigiincii

fonksiyonu 2 = 0 noktasinda siireksizdir, ¢iinkii bu noktada 2 o turtinde kaldirilamayan siireksizlige

seri,
li o .
COS NI nsinne
Va € [e,2m — €] i¢in = — —_—
relaan-dion 3 (S0 ) - -3

gercekler. Son iki serinin Onerme 7 yardimiyla sirasiyla R kiimesinde ve (—7, 1) araliginda tiiretilebilir
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oldugunu gosteriniz.

2) Zeta fonksiyonu (1, co) araliginda sonsuz mertebeden tiiretilebilirdir, ¢iinkii oncelikle 1 < a gergekleyen

o0
herhangi bir sabit a gercel sayist sayesinde ((z) = > -5 ve Z Inn fonksiyon serileri [a, c0) araliginda
n=1 =

diizgiin yakinsarlar, her iki iddia da Weierstrass M-Olgiitiinden kolayca elde edilir, gercekten 39, > 0, 1 +
0q < a—0d,boylece 1 <1+ 6§, <1+ 20, < a < xnedeniyle

Inn 1 Inn’e nda nda 1

_— = —, S S = = Cn
n®* 9§, n< 8q.n% = Ggnit20a  §, nitoa

gecerli olur. O halde her iki seri de (1, 00) aralifinda terim terime tiiretilebilir, ¢iinkii herhangi z € (1, 00)
alindiginda 3a > 0, 1 +a < x — a < z olur ve [, = [1 + a,00) araliginda her iki seride diizgiin yakinsak

oldugundan terim terime tiiretilebilir ve

8

==

n=1 n=1

(Vz € (1,00))

m

x 1
ve benzer bicimde, (™ (z) = (-=1)™ 3 — (Vz € (1,00),Vm € N) gecerli oldugu goriiliir.

n=1 n®

Onerme 7: Her n € N igin fn : [a,b] — R siirekli fonksiyonlar1 f, KN f gergeklesin. V& € [a, b] igin
/ fn(t)dt ve g(z / f(t dtlsegn—>golur

(fult) — f( dt‘ / Falt) = FB)] dt < (x
a). || fo = fII < (b—a). |[fn — f|| olur, ¢linkii her ¢ € [a, ] i¢in apagik bigimde | fn(£) — f(¢ )\ <= fll =
dp, (sabit) olmaktadir. O halde her n € Ni¢in 0 < ||g,, — g|| = sup |gn(z) — g(z)| < (b—a).d,, — 0 nedeni

z€la,b

Kamitlama: Vx € [a,b] icin |g,(z) — g(z)| =

ile istenen bulunur.

.. S
Sonu¢ ve Ornekler:Her n € N i¢gin f, : [a,b] — R fonksiyonlar siirekli ve f(x) = >  fn(z) fonk-
=1
b o b "
siyon serisi [a,b] aralifinda diizgiin yakinsaksa / f(z)dz = Z < / fn(w)dx> gerceklesir, ¢iinkii as-

T o0
linda Vz € [a,b] i¢cin / f(z)dz (;) ( / fal )dx) gecerlidir ve bu son sonug, bir 6nceki Gnermede

n=1

gn yerine s, = Z fx kismi toplamlarina uyarlanarak kolayca elde edilir. ve hatta F'(z / f(t)dt ve

/ fu(t)dt (Vn € N) olmak iizere Z F,,(z) fonksiyon serisinin [a, b] aralifinda diizgiin yakinsa-

n=1

dig1ve F(z) = Z n(x) gergeklestigi anlagilir. Bu nedenle s6zgelimi her z € (—1,1) i¢in (ve dolayisiyla
n=1

1 e 1 &
her x € [0,1) i¢in ) 5= > (—1)"a? ve —— = Y 2" oldugundan (x) esitligi kullamlarak
1+ n=0 -z n=0
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T x

o0 0 2n+1
tanz = | ——dt=S (=) | [2at ] =S (=1 2
0 n= 0 n=
—In(l —z) /1dt—i /t”dt —iﬁ
—t - n
0 n=0 0 n=1
n(1 — dt= —1)" tdt | = 1
+2) /m S | fo) =3
0 n=

acilimlari her z € (—1, 1) igin bulunur. Ayrica ilerde Ornek 12.11°de gosterilecegi gibi, her x € (—1, 1) igin

asagidaki ilk agilim gegerli oldugunda benzer yontemle ikincisi bulunur.

1 = 2n—-1 .
— = 1+272n” 2?" (VY € (—1,1))
_1 2n+1

. o1 (2n
arcsmx:/o ﬁdt = :c+Z (2n)! 2n+1) (Vz € (—-1,1)).

Kuvvet Serileri kavramina gegmeden Once, agagidaki ilging Teorem 12 kanitlanacaktir. Bu teoremin Matema-

tik tarihinde nemli bir yeri vardir. Once hazirlanmaliy1z:

Onerme 8: Gergel degerli bir f : R — R fonksiyonunun sifir sabit fonksiyonu kisacas1 f(z) = 0 (Vz € R)
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar sunlardir:
i) f' tirevi R kiimesinde tanimh ve siireklidir,

ii) Her z € Rigin f(z + 1) = f(z) ve f(2z) = f(z) + f(z + 3) olur.

Kanitlama: Gereklik apagiktir, ¢linkii sifir sabit fonksiyonu tiim bu kosullar1 gergekler. Simdi yeterlik goster-

melidir. f fonksiyonu ) ve i7) kosullarin1 gergeklerse dncelikle

f(2"z) = Z f(a:+2£n) (Vn € N,Vz € R) (1)
0<k<2m

@ = X s menveer) @
0<k<2n

bagntilar1 gegerlidir, ¢iinkii (2) kolayca (1) bagintisinda, (1) ise timevarim yardimiyla gosterilir, ¢linkii n = 1
icin

1
F@') = 10 L f@) 4 fat ) =S fat a) = Y fa+ )
k=0

0<k<2
olur, (1) bagintis1 n igin dogru varsayilirsa, yani her € R igin f(2"x) ® Y o<k<an f(T + %) gecerliyse,
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(1) bagintisinin n + 1 igin dogru oldugunu soyleyen, her x € R i¢in

f@ ) = f(2"22) © Z f(2x + Z f2 2n+1 oni1)
0<k<2n 0<k<2n

i) k k+ 2" k + 2"
- Z |:f($ + 2n+1) + f(:L’ BT 2n+1 :| Z f T+ 2n+l Z f on+1 )

0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n

i k

= Z fla 2n+1)+ Z f(x+2n+1): Z f<x+2n+1)

0<k<2n oan << 2ntl 0<k<2ntl

bulunur. O halde (1) ve (2) bagintilar1 dogrudur, iistelik f heryerde tiiretilebilir oldugundan, (2) bagintisinin

her iki yan tiiretilip

S fla+ zﬁn) (vneN,Vz €R)  (3)
0<k<2n

ve 7i) kosullarinin birincisi yardimiyla
flle+1) = f(z) (Vz€R) (4)
bulunur. Yeterlik hipotezi nedeniyle heryerde siirekli olan f’ tiirevinin 1 periyotlu oldugu anlasildigindan

sup f'(z) = sup f'(z) = M = f'(&) = max f'(z)

z€R z€[0,1] z€[0,1]

olacak bi¢imde bir &y € [0, 1] vardir, ¢iinkii kapali-sinirh bir aralikta taniml, gergel degerli siirekli bir fonk-
siyon, bu aralifin uygun bir noktasinda maximumuna erigir. O halde her = € R i¢in f'(z) < M oldugundan

asagidakiler elde edilir:

k k
f’(&); )< M(k=0,1,.,2" —1)ve M = f(fo+ )(k=0,1,..,2" —1)
ciinkii eger bir tek kg indisi i¢in bile f’ (&)J;ko) < M olsaydt M = f'(&) © = > o<k<on I’ ( thy <

5= (2".M) = M yani M < M bulunurdu.
Demek ki her k indisi i¢in f’ (fg—t’“) = M bulunarak asagidaki sasirtici

f'(x) =M (Vx €R)

sonucu bulunur, ¢iinkii her x € [0,1) ve her n € N igin 2"z < 2" gozleyip 0 < k,, = [2"z](< 2"z < 27)

tamimlaylp z = lim [2f] = lim éotk" bulunur ve f’ tiirevi siirekli ve
n—oo n—oo

gO +kn
on

— z oldugundan f'(z) =
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lim f/(%tkn) — M ve boylelikle 1 periyotluluk nedeniyle f/(z +i) = f'(x + 1) = f/(z) = M (Vz €

n
n—oo 2

[0,1),Vi € Z) elde edilir. O halde istenen f'(x) = M (Vx € R bulunur (nasil?). Buradan f(z) = Mx +

¢ (Ya € R) ve ii) kosullart kullanilarak M = 0 = ¢ ve sonugta f(z) = 0 (Vz € R) istenen sonucu bulunur.

o0
Onerme 9: Pozitif terimli {a,}5° ; dizisi verilsin. Bu durumda [[ a, = lim (ajas...a,) limitinin var ve
-1 n—r00
o n
pozitif olabilmesi i¢in gyk > ¢na,, serisinin yakinsakliidir.
n=1

n
Kamtlama: _ /nay = (n(ajas...a,) gozleyiniz.

k=1
.o o)
Onermel0: Her z € Ricin [] (1 — Z—z) sonsuz ¢arpimi yakinsaktir, yakinsadigi fonksiyon [0, 1) araliginda
n=1

turetilebilirdir.

Kamitlama: » = 0 ve = k € Z igin yakinsama iddialar1 apagikur, ¢iinkii = ko(# 0) € Z ise 2% = n?

olacak bigimde bir ny € N vardir, her n > nyg igin (1 — gl”—z)(l - g’—;)(l - ﬁ—z) = 0 olur (neden?). Simdi

oo ..
F(z) = Hl(l — %)(Vl‘ € R yazip, gergekten bu sonsuz carpimin yakmsadigim gosterelim. Once x €
n=

(—1,1) yani |z| < 1 durumunu irdeleyelim. Dikkat edilirse

na
n=1
olmak tizere
2k (2k) =2 K1
0<g(x):Z :ZT(Z ngk)( 9(—x)
k=1 k=1 n=1

kuvvet serisi mutlak ve diizgiin yakinsar, ciinkii

C(2k) 1 |
O<k§C(2k)—n§:1n2k§nz:1n2<+oo

olmaktadir, boylelikle yakinsak, non-negatif terimli ¢ift indisli bu seri i¢in

0 2
0 < e 9 — _t ) = —d(z).e~9®)
e H(l nz) F(x) ve F'(x) g'(x).e
n=1
00 2
- 2 _ 2% 2 i ~g(x) i
bulunur giinkii [z| < 1 ve 75 = " < |z]° < 1 nedeniyle, 0 < e79%) = H(l — ﬁ) SONsuz ¢arpiminin ya-
o :1:2 n=1
kinsaklig1 icin gerek yeter kosul olan Z In(1— ﬁ) serisinin yakinsaklig1 yerine gelmekte ve 0 < 1— fl—; <1
n=1
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00 2
nedeniyle, negatif terimli bu son seri i¢in E In(l — %) = —g(z) < 0 bulunmaktadur, iistelik £ fonksiyo-
n
n=1

nunun (—1, 1) aralifinda tiiretilebilir oldugu anlagilir. Ciinkii (—1, 1) araliginda g fonksiyonu tiiretilebilirdir,

clinkii

(o] x2 / o0 1
k=1 n=1

gecerlidir, burada, asagidaki

S (n(-5)) - S () -+ )

n=2 n=2 nZ n=2

serisi Weirstrass M-Olciitii sayesinde (—1,1) araliginda diizgiin yakinsar giinkii n > 2 ve her x € (—1,1)

icin 0 < 22 < 1 boylece 222 < 2 < n? ve

2 2
T T 1 2
0<In(1+ < < < —==c
- ( n2—x2> “n2—2x2 " n2—g2 2 "

T

o0
gegerlidir, boylelikle > —In (1 — n—i) serisi (—1,1) aralifinda terim terime tiiretilebilirdir. Simdi, |z| < 1

n=1
ise, agsagidakiler
i z? i T T x
x.F(x) = nh_)rgox H(l - ﬁ) = nh_}ngox H(l - ﬁ) H(l + E)
k=1 k=1 k=1
= gim OV T+ ) JJ@+ 0 = tim ST @+ p)
n=oo () k=1 k=1 n=oo (nl) k=—n
(z+1)F(zx+1) — lim [, (x+1+k)
z.F(x) n—oo  [i__,(z+k)
— lim (x+n+1)(z+n)..(z+Dz(z—1)...(r —(n—1))
n=oo (z+n)(x+n—1)..x(x—1)..(r —(n—1))(z —n)
. o xrx+n+1
- e
ve boylece

(x+1).F(x+1) = —z.F(x) (Vz e (—1,1))

bulunarak hem her z € R igin — F'(x) sonsuz ¢carpiminin yakinsadig1 anlasilir(nasil?), hem de F' fonksiyonu-

nun (—1, 1) aralifinda ve 6zel olarak [0, 1) araliginda siirekli ve tiiretilebilir oldugu anlagilir.
Onerme 11: R kiimesinde tanimli, siirekli ve 1 periyotlu olan ve [0, 1) arahiginda tiiretilebilir bir fonksiyon,
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tim R kiimesinde tiiretilebilirdir.

Kamitlama: f fonksiyonu bu kosullar1 yerine getirsin, o halde her z € R i¢in f(x + 1) = f(x) gerceklendi-

ginden, f fonksiyonunun her x € R gercel sayisinda tiiretilebilir oldugu anlagilir, s6zgelimi

f+h) - (1) f(h) — £(0)

)y = }lllir(l) o :}llii]%f:f’(O) ve aslinda
/ - . f(1+x+h>_f(1+x)_- f(x+h)_f(x>_ /
fl+a) =l h =i h = [@)

(Vz € ]0,1)) oldugu goriiliir. O halde her = € R i¢in f’(x) vardir(neden?).

0o 2
Teorem 12: Her = € R i¢in Euler 6zdesligi sin 7z = wz. [] (1 — x2) gecerlidir.
n=1 n

oo
Kamitlama: Son iki 6nermeden yararlanacagiz. Onerme 9’da tanimlanan F(z) = [] (1 — %)(Vm € R)
n=1
fonksiyonu araciligiyla
flx) =7mx.F(z) (Vx €R)
tanimlansin. Amacimiz f(x) = sinmz (Ve € R) kamtlamaktir. Dikkar edilirse f(z + 1) = —f(z) ve

f(@).f(z+3) = 3f(3)f(2z) (Va € R) esitlikleri, Onerme9’daki gibi gosterilir. Simdi

j@) _ F@) . cR_7
Sll‘lﬂ'.’l)) )

G(ZL‘) _ sinTx —
1 T €L

fonksiyonunu tanimlayip, her z € R
1 1
Gz +1)=G(x), G(§)G(2x) =G(x), G(z + 5), 0 < G(x)

bulunur, sonuncu i¢in 0 < G(z)(Vx € (0,1)) gozlemek yeterlidir. Hem F' fonksiyonu, hem de p(z) =
SIMTL (7 € R—Z) ve p(z) = 1 (Va € Z) bigiminde tanimlanan ¢ fonksiyonu [0, 1) araliginda tiiretilebilirdir,

ornegin p(0) = 1 oldugundan

cosmh — 1 B

H(0) = tim P =20y sinmh —7h _0

h—0 h h—0 mh? h—0 2h

gegerlidir. O halde G fonksiyonu [0, 1) aralifinda ve sonugta Onerme 10 nedeniyle tiim R kiimesinde tiireti-

lebilirdir. Dolayisiyla

h(z) = 1nG(9f) (Vz € R)
G(3)
1 — _ 1 ] oes .
fonksiyonu h(x + 1) = h(x) ve h(2x) = h(z) + h(z + 5)(Vx € R) kosullarin1 gergekler, A’ tiirevi taniml
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ve siireklidir (neden?) dolayisiyla Onerme7 nedeniyle 0 = h(x)(Vz € R) bularak
)(= G(0) = 1)(Vx € R) yani f(z) = sinmz(Vz € R)

istenen sonucuna ulagilir.

Sonug 7: Asagidaki 6zdesliklerin birincisi her z € R ikincisi ise her x € R — {k7 : k € Z} i¢in gegelidir:

R (e

n=1

00 2
. x
smm:m.”(l— 53
T™n
n=1

Ikincisi icin tinlii sin 2o = 2sin z. cos z 6zdesligini kullanin. Bu sonuclarin benzeri her z € C icin gecerlidir

ve Kompleks Analiz’de biiyiik 6nemi ve uygulamalari olan genellestirmeleri vardir.

Dikkat: Sirasiyla z = § ve x = % alinirsa agagidaki tinlii esitlikler elde edilir, birincisine Wallis Bagintisi

(1) = () (-2 (-5)
(1-557) - (-57) (-55) (-5 -

Simdi Kuvvet Serileri’ni geregince kavrayabilmek i¢in herhangi bir gercel say1 dizisinin alt ve ist limitlerini

denir:

2
z 1—
0

1

z 1—
2

0o
n=1
o)
n=1

tanimlay1p, bu konuda gerekli bilgileri edinmeliyiz.
Tamim 5: Herhangi bir {z,, }>° ;| gercel say1 dizisi i¢in

limz,, = sup(inf{z,, Tp+1, Tni2, .- })
n

limz,, = i%f(sup{xn, Tt 1y Tnt2y---))

genigletilmis gercel sayilarina, bu dizinin alt limiti ve iist limiti denilir. Bunlar bir gercel say1 olabildigi gibi

~+o00 ya da —oo olabilir. Bunlar konusunda temel bilgiler asagidaki 6nermede yer alir:

Onerme12: Herhangi bir {z,,}°°; dizisi igin, sunlar gecerlidir:
Daima, {z,}7° ; dizisinin {x,,,, }*°_, alt dizisi ne olursa olsun

limz, < limz,,, <limz,,, <limz,,
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lim z, = /(€ R) i¢in gyk limz,, = ¢ = limz,,,

n—oo

lim z, = —ooig¢in gyk limz,, = —o0 = limz,,
n—oo

lim x, = +o0o icin gyk limz,, = +o0o0 = limz,,,
n—oo

oo
... .. —a .
{an}72 pozitif terimli ve lim 2t < 1ise Z a, yakinsar ,
On n=1
o
{an};2 pozitif terimli ve Z ar, yakinsaksa limna,, = 0 olur,
n=1

{zn}e; dizisinde x,,,,, # 0(Vm € N), tiim 6teki terimler sifirsa
limz,, = limx,,, ve limz,, = Hwnm olur,
limz,, = limza, V limzy,_1 ve limz,, = limzs, A limzs,_; daima gecerlidir ,

Kamtlama: n, m € N ne olursa olsun

inf{xna Tn+1s Tn+42, } < Tptm = Tmgn < Sup{flfm, Tm+1, Tm+2, }

ve boylece m dogal sayisi sabit tutulup, her n € N i¢in inf{x,, zp41,...} < sup{zm,2m+1,...} (Vn € N)

oldugundan

= limz,, = sup(inf{x,, Tni1, Tni2,...}) < sUp{Tm, Tm+1, -}
n

ve sonucta limz,, < sup{Tm,Tmi1, Tmi2,...} (Vm € N) oldugundan infimum tanimi geregi limz, <

inf (sup{zm, Tmi1,...}) = inf(sup{zn, Tni1,...}) = limz, bulunur. Simdi £ = lim x,, olsun. O halde
m n n—oo

Ve >0,In. €N, { —e <z, <L+, (Vn>n.)olurve

0 —e <inf{x,_,xn 41, 2n 42, .} <sup(inf{zp, zp41, Tnt2,...}) = limz,
n
ve benzer bicimde
limz,, < sup{zn_, Tn.4+1,Tn.+2,...} <L+e

ve boylece —0o < £ — ¢ < limz, < limz, < {+¢ < 400 (Ve € R4) bulunur, hem limz,, hem limz,,
birer gergel say1 olur ve £/ < limz,, + ¢ (Ve € RT) nedeniyle / < limz, (< limz, < ¢) bulunur, ciinkii
£y < £+ ¢ (Ve € RT) ise £1 < {5 olur, ¢iinkii olmasa /2 < /7 olur ve herhangi 0 < gy < % icin

2eg < £1 — {5 nedeniyle £ + g9 < £1 — g9 < ¢1 bulunurdu, oysa hipotez nedeniyle aslinda ¢1 < /5 + &g
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gecerlidir, celiski! Tersine limz,, = ¢ = limz,, ise, supremum tanim geregi
¢ = sup(inf{xy,, Tnt1, Tnio,...}) ve L —e <inf{xn_,zn.41,...}
n

yani £ — e < z,, (Yn > N.) ve benzer bicimde z,, < ¢ + ¢ (Yn > N) bularak, n. = N, + N/ tammlanirsa,

her n > n. i¢in hem ¢ — ¢ < x,, ve hem de x,, < £ + ¢ bulunur, yani
Ve >0, In.eN, f—e<x, <l+e(VYn>n.)olur,bu lim x, =/
n—oo

demektir. Son olarak, pozitif terimli {a,, }22 dizisi i¢in M“g—:l < 1 olsun. Dikkat, zaten 0 < “2* (Vn €

N) nedeniyle 0 < lim*** < / = lim®* < 1 olur ve uygun bir g aracilifiyla £ + g9 < 1 — e ve

An4+1 An42 aAn43

e e e ...}) oldugu i¢in, infimum tanimi geregi

¢ = inf(sup{

a 1 a 2 a 3
ElnoeN,sup{ notl Znot? n°+,...}<£+50<1—50<1
Qng  Gno+1 QAng+2

ve sonugta

an+1
Gn

<l+ep<1(Vn>ng)yaniant1 < an(l+ o) (VYn > ng)

ve tiimevarimla ap,4yn < an, (£ + €0)"(Vn € N) ve boylece a,, < an, (£ + €0)" " (n > ng) oldugundan,

My = @Ji% > 0 sabiti sayesinde 0 < a,, < My.(¢ + €9)" (¥n > n.) bulunur ve 0 < £+ g9 < 1

unutmadan, tinlii Stkistirma Lemmasi ile lim a,, = 0 gergeklenir, demek ki pozitif terimli {a,}>°  dizisi
n—oo

igin lim“2 < 1ise lim a, = 0 iddiasi da gosterilmis olur. Tiim dteki iddialar devdir.
n n—oo

Ek Bilgi: Sag yandaki toplam anlamliysa daima lim(z,, + y,,) < limz,, + limy,, olur.

Son iddiada soylenen sudur: Analizde +o00 + (—o0) ve (—o0) + (+00) toplamlari tanimsiz ve anlamsiz
oldugundan limz,, = +o0 ve limy,, = —ococ ya da tersi olmadike¢a, daima lim(x,, + y,,) < limz,, + limy,,

esitsizligi gecerlidir. Gergekten, eger limz,, = oo ise, zorunlu olarak —oco < limy, < 400 ve sonugta

lim(x, + yn) < 4+00 = (+00) + limy,, = limz,, + limy,, bulunur; eger limz,, = —oo ise, zorunlu olarak
—o0 < limy,, < +oo olur ve —co < limz,, < limz,, = —oo nedeniyle lim z, = —oove lim = —oco =

limz,, + limy,, bulunur(nasil?); eger hem limxz,, = ¢; € R hem de limy,, = /5 € Rise, bu kez her € > 0 icin
lim(zy, + yn) < €1 + £2 + € bulup istenen lim(x,, + yn,) < €1 + o esitsizligi kolayca elde edilir, giinkii gerek
£1 gerekse {5 birer infimum olduklarindan

In. € N, sup{zpn_, Tn.+1,Tn_4+2,...} < €1 +eveIN. €N, sup{yn., Yn.+1, YN. 42, ...} < la+¢€
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bulunup m. = n. + N yazilirsa, her n > m.(> n.) i¢in hem z,, < sup{zn., Tn 41, Tn.42,..} < €1+ 5
ve Yn < SUP{YN., YN 415 YN 42, -} < £2 + § ve sonugta z,, + yp < £1 + €2 + ¢ (Yn > m.) ve boylece

Hm(xy, + yn) < sup{Zm. + Ymes Tmot1 + Ymot1s -+ < 1 + £ + £ bulunur.

Onermel3: Bir gercel say1 dizisinin alt limiti, bu dizinin tiim y1g1lma noktalarinin en kiiciigiidiir, iist limiti

ise en bilyiiguidiir.

Kamtlama: Bilindigi gibi, bir y € R gergel sayisina, ancak ve yalniz
Ve>0,VneN, AN >n, y—e<ay<y+e

kosulunu saglarsa, yani her (y — €,y + ¢) araliginda, {x,,}°° ; dizisinin, verilen her n € N dogal sayisindan
biiyiik numaral en az bir terimi bulunuyorsa {z, }>° ; dizisinin bir yigilma noktasi denir. Buna kargilik,

ancak ve yalniz

VM >0,VneN, IN >n, z, < —-M

kosulu gergeklendiginde —oo bu dizinin y1§ilma noktasidir denir. +00’un y1gilma noktasi olma kosuu benze
bicimde verilir. {z,, }>° ; dizisinin tiim yi1gi1lma noktalarindan olusan kiime Y13({zy}°2 ;) ile yazilir, bu kii-

mede, dikkat edilirse, en az bir gergel say1 ya da —oo( ya da + oo) yer alir. Daima
limz,, = min Y13({z,}2,) , limz, = max Y18({z,}°2,) gegerlidir.

Ornegin limz,, = ¢ € R olsun. O halde ¢ = sup(inf{x,,Z,11,...}) oldugundan, ¢ > 0 verildiginde

¢ —e < inf{z, ,2n. \,Tn.,,,...} olacak bigimd(? bir n. € N vardir. Simdi keyfi n € N verilsin. Eger
dN > n+n., oy < £+ ¢ kosulu gecerli olmasaydi her N > n+n.i¢in £ + ¢ < zy olur, £ + ¢ <
inf{Tnin., Tntn.+1, Tntn.+2, ...} < limz, = ¢ < £ + ¢ geligkisi bulunurdu, demek ki IN > n + n. i¢in,
tistelik N > n. nedeniyle ¢ — ¢ < inf{x,_,zp 41, .} < xn gozleyipl —e < xy < £+ ¢ bularak ¢ = limz,,
gergel sayisinin {z,, }°° ; dizisinin bir y1giima noktasi oldugu anlagilir. Ustelik y < limz,, gercekleyen higbir

y € R gergel sayist, {x,, }0°; dizisinin y18i1lma noktasi olamaz ¢iinkii 399 > 0, Ing € N, y + dp < limz,, =

do < inf{zpny, Tng+1, ...} < xn (Yn > ng) olur.

Tanmm 6: x sabit bir gercel say1 ise a,,’lerin sonsuz tanesi sifir olmamak kogulu gecerli olmak tizere > 7 | ap(x—

xo)"™ fonksiyon serisine bir kuvvet serisi denir,

) [eS) [e%9)

2 (z—1" (=1)" ons1
DL D rom DD e Ea
n=1

n=1 n=1

kuvvet serisi ornekleridir, bunlarda sirasiyla xg = 0, xg = 1, g = 0 alindi@ina dikkat ediniz. Kuvvet serileri-
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nin temel teoremi sudur:

Teorem13: Y ° | a,(z—x0)" kuvvet serisi verilsin. Bu durumda agagidakileri gercekleyen bir 0 < R < +o0

vardir:

1) Bu kuvvet serisi |z — xo| < R gergekleyen x’ler igin mutlak yakinsar, R < |z — x| gercekleyenler icin

rraksar.

2) R = sup{r € [0,00) : sup(|an|r"™) < +o0} gecerlidir.
n

3)0 < R € Rise £ = lim {/|a,| gegerlidir.

4) 0 = lim {/|ay,| ise, her = € R icin kuvvet serisi mutak yakinsar.

Kamitlama: Once 2) iddiasim gosterelim, kisacasi (1) iddiasinda belirtilen nitelikteki 0 < R i¢in R =

sup{r € [0,00) : sup(|a,|r"™) < +oo} gosterelim. Kisalik amaciyla A = {r € [0,00) : sup(|a,|r") <
n n

+00} C [0,00) yazilirsa 0 € A # () gozlenir. Simdi 1) iddiasinda sozii edilen R > 0 i¢in R = sup A

gosterelim. Once R € R olsun. O halde
r<R((reA)veVe>0,Ir.c A, R—e<r.

iddialarin1 kanitlayalim. Eger R < rg gercekleyen bir g € A varolsayd: sup(|an|r{) = My < +oo ve her

My
n
7o

n € Nigin |a,|ry < My yani |a,| <

gozleyip (neden ro > 0 olur?) &g = xg + po tamimlayip (burada
R < po < 1o almmustir) [§g — o] = po > R nedeniyle > 7, |an||{o — 0" < +oo olamayacagindan

(clinkii R say1s1 1) iddiasindaki 6zelliklere sahiptir) sonugta

- o €0 — aol” o~ (70"
boo= 3 lanlle — ol < Mo 3 0 gy 37 (20) < o
n=1 n=1 0 n=1

celigkisi bulunacagindan, R < rg gergekleyen hicbir 7o € A sayisinin var olmadig1 anlasilir, boylelikle
r < R(Vr € A) iddias1 gosterilmig olur. Simdi Ve > 0,3r. € A, R — ¢ < 7. iddiasin1 gosterelim, eger

R —1r < Oise, zaten her r € A i¢in 0 < r oldugundan R — ¢ < 0 < 7 bulunur, yok e§er 0 < R — ¢

isere = R—5SicinR—ec < R—5 =r.ve0 < r. € Aolur¢linkii 2. = xg + 7. > xo Ve |z —
o0
zg| = (xe — x9) = 7. = R — § < R ve R’nin (1)’de belirtilen niteligi geregi > a,(x. — xo)" serisi
=1
0o n
mutlak yakinsar, dolayisiyla 0 < )" |ap||ze — 29|™ < +oo olur, bu yakinsak serinin genel terimi sifira

n=
yakinsar, kisacast lim (|a,||x: — 29|™) = 0 olur, oysa her yakinsak gercel say1 dizisi simirli oldugundan
n—o0

0 <lan|rl = |an||ze — 20" = |an|(x: — 209)™ < M. < 400 nedeniyle 7. € A sonucu bulunur. Simdi (1)

iddiasindaki R i¢in R = 400 olsun. Bu durumda sup A = 400 = R gosterelim. Bunun igin, hicbir pozitif
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gercel saymin A kiimesinin bir tist sinir1 olamadigi yani
Vr>0,dp>rpecA

gosterilmelidir. Gergekten her > 0 i¢in 2r € A gostermek kolaydir, ¢iinkii 2, = x¢ + 27 i¢in |z, — xo| =
o0

Zy —xg = 2r < 400 = R oldugundan, R’nin niteligi geregi > a,(x, — x¢)" mutak yakinsar ve yukarda
n=1

yapidigi gibi sup(|an|(2r)") = sup(|an||z, — x0|™) < 400 bularak 21 € A ve boylelikle sup A = 400 = R
n n

bulunur.

Simdi de tersine R = sup A sayisinin, ister R € R isterse R = +oo olsun, (1)’de belirtilen 6zellige sahip
oldugunu gosterelim. Once R € R olsun ve |z — x| < R kosulunu gergekleyen herhangi bir 2 € R alinsin. O
halde 36, > 0, |[x—x¢|+0, < R—J, ve supremum tanimi geregi Ir, € A, R—J, < r, ve bdylelikle 0 < 0, <
|x — 20| + 0, < R— 05 < ry nedeniyle r,, pozitif ve iistelik r, € A nedeniyle 0 < M, = sup(|a,|rl) < +o0
olur, dikkat: sonsuz tane n € N i¢in, kuvvet serisinin tanimi geregi a,, # 0 yani 0 Z la,,| ve sonugta
0 < |an|r} < M, oldugundan kesinlikle 0 < M, olduguna dikkat ediniz. Sonugta |an| i < Mz(Vn € N)
ve |a,| < (Vn € N) nedeniyle Z lan|.Jx — zo|™ < Z M, lz=zl” IO' = M,. Z (|x mo') < +oo olur

n=1 n=1 n=1

o
clinkii |z — zo| < |z — x| + 0, < R— 6y < 7 yani 0 < % < 1 nedeniyle (‘x%:ol)” geometrik

n=1
o0
serisi yakinsar, kisacasi |x —xo| < R = sup A gercekleyen herbir z igin > a,(a—ap)™ kuvvet serisi mutlak
n=1
o0
yakinsamaktadir. Buna karsilk R < |y — x| gergekleyen her y € R igin > a,(y — xo)™ kuvvet serisi
n=1
oo
wraksar, ciinkii lim (a,(y — z9)") # 0 olur, boylelikle genel terimi sifira yakinsamayan > a,(y — zo)"”
n—00 n=1

serisi kesinlikle yakinsayamaz, burada nan;O an(y — zo)" # 0 olmasinin nedeni sgp(!anﬂy — xz9|") = +00

olmasidir, ¢iinkii eger sup(|an||y — xo|™) < 400 olsayd1 6, = |y — x| yazarak ve 0 < R < |y — zg| = J, ve

sup(|an|d;) < 400 g(i;leyerek dy € Abulup 6, < sup A = R < 0, geliskisi dogardi. Dikkat: bir {b, }2>,

dinzisi icin sup |b,,| = 400 oluyorsa, bu dizinin yakinsamasi soz konusu olamaz, ¢iinkii yakinsasaydi bu dizi
n

sinirl olur ve |b,| < My (Vn € N) gergeklesir ve +oo = sup |b,| < My < +o0o ¢eligkisi dogardi.
n

o0
Demek ki sup A = R € R igin (1)’deki nitelikler gecerlidir. sup A = 40 ise, sizher x € Rigin ) a,(x —
n=1
xo)™ serisinin mutak yakinsakligini gosterin.
Son olarak sup A = R > 0ise & = lim{/]a,| yani £ = inf(sup{ {/]an|, "*V/]ant1], "¥/]an+2],...})
n

oldugunu gosterelim. Bunlar icin §un1ar gosterilmelidir:

. 1 n n n
i) 5 <su{V/Jal, "Vianl, " anal, - \mem

it) Ve >03n. €N, sup{ ¥/|an.|, "*Vl|an.+1], -} < = —l—e

89



Gergekten eger ) dogru olmasaydi, uygun bir ng € N i¢gin

1

SUP{ nq/‘an()” n()+\1/‘an0+1|7 "o+€/’an0+2‘7 } < E

bulunur ve uygun bir § > 0 aracthgiyla 0 < 8o < sup{ "¢/]an,|, "0*V/|ang+1l, ...} + 6o < £ — 0o < ﬁcﬁ

olurdu, burada 0 < %—60 = 1= R‘SO gozleyip 0 < §1 < R 50

= secilmis, 01 < 1R250 = 1= R(; —Rve R+6; <

71_1;50 ve boylelikle % — 0y < m bulunmustur. sup{ "Q/ |angl, "R/ ang41l, -} < m ve boylece

Vlan| < sup{ W/|any|, " angt1l,s -+ < ﬁdl (Vn > ng) nedeniyle {/|a,|.(R+01) <1 (¥Yn > ng) ve
lan|.(R+61)™ < 1 (Vn > ng) ve boylece sup(|an|(R+61)") = 7223;1)3(’&”“]%4-(51)”)\/ sup (|an|(R+61)") <

no<n

+oo bulunarak sonugta R 4+ 91 € Ave R+ 61 < supA = R < R + 4 ¢eliskisi bulunurdu! Demek ki )

dogrudur. Simdi i7) gosterilmelidir. € > 0 verilsin. Oysa sayfa72 deki gibi

1 1 1
== = inf{-: ANRT
R smpA m{r re ANR™}

oldugundan % + 5 = inf {% cre ANRY}+5 > i gergeklenecek bigimde bir r. € A NR™ vardir. Simdi
0 <6 < 8%segilirse% =14k cljec ++5+5 =% +ecveayncar. € A nedeniyle

Te Te Te

0 < sup(|ay|r?) = £ < +oo olur, oysa lim {/7, = 1 oldugundan /7. < 1+ 5. (Vn > n.) gecerlidir.
n n—oo

lan|.r? < L. (Yn € N) ve {/]an|.r- < /L. gbzleyip, her n > n. igin {/a, < VT—? 1+55 yani

1+46. 1

<7
" R—i—e

SUP{ "f/‘ansh "e+\1/‘an5+1|, } S

kisacasi i7) kosulunun gecerli oldugu goriiliir.
(4) Size 6devdir.
oo
Not: R = sup A > 0 genisletilmis gercel sayisina Y a,(x — )™ kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi
n=1

denir. Dikkat: Teorem11.4) nedeniyle lim ¥/|a,,| = 0 ise, bu kuvvet serisi herbir x € R i¢in mutlak yakinsar,

en 6nemlisi, bu {ist limit pozitif ise

1
= 7hm7m
esitligi gecerlidir. Simdi somut 6rneklerle ugrasalim.
Ornekler12:
1)
n n S 2” n S n ..n?
Zn Zn—x ,Z?m ,;2 .x

n=1 n=1

kuvvet serilerinin yakinsaklik yaricaplarini bulunuz.

2

Coziim: Hepsi icin 9 = 0 gozleyiniz. Birinci kuvvet serisinde her n € N i¢in a, = n® ve {/|a,| =
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n 2 . n o . n 2 o 2 o P P o [RVEY oy . . n . o g
({/n)= ve sonugta nh_}rgo Ylan| = nh_)rrolo ({/n)* = 1% = 1 olur, ¢iinkii bilindigi gibi nh_}rrolo Un = 1 gegerlidir.
i n_ — i n/nt

Aynea lim g = lim {/%

gosterin(agagiya bakiniz):

= e gecerlidir, son iki limiti hesaplamak icin su temel ve yararl bilgiyi

Bilgi: Pozitif terimli {a,, } 2 ; dizisi ne olursa olsun su sikistirma gecerlidir:

a —_ —aQ
lim—* < lim ¢/a, < lim {/a, < Im—

an an

Boylelikle eger lﬁgl a(’;—:l = / oluyorsa ¢ < lim ¢/a,, < lim {/a,, < ¢ bularak lim Ya, = ¢ elde edilir. Bu

bilgiyle yukardaki iki limiti hesaplamak kolaydir, ¢iinkii sézgelimi b, = (vn € N)ise 2t = ()"

(1+1)" — e nedeniyle liIJIrl {/n! = e bulunur. O halde birinci kuvvet serisi icin hm Ylan| = 1 oldu-
n—-+0oo

gundan Onermel1°de gosterildigi lim {/|a,| = 1 ve boylece R = 1 bulunur. Ikinci seri igin hm v in =

2. lég i hm ~ % = e.0 = 0 oldugundan bu seri heryerde mutlak yakinsar. Ugiincii seri i¢in R 2 ve

sonuncusu i¢in R = 1 olur. Dikkat, dordiincii seride a,,2 = 2"(Vn € N) ve indisi tam kare olmayan tim
a, katsayilari sifirdir ve Onerme11°de son iddiada belirtildigi gibi lim {/|a,| = lim /a2 = M(Q")n% =
[im2» = lim 2% =1 gecerlidir.

n—0o0

Yukardaki Bilgi’'nin kanitlanmasi: Yalnizca lim-—2+ a"“

< lim /a,, esitsizligini gosterelim. Her n € N i¢in
0 < a,ve0 < a, boylelikle 0 < lim ¥/a,, oldugundan, eger liimM = ( ise gosterilecek birsey yoktur;

an+1

yok eger 0 < ¢ = lim—2** ise bu kez ¢ < lim {/a,, gosterilmelidir. Bunun i¢inse, herbir 0 < ¢ < £ i¢in

¢ < e+ lim {/a,, gostermek yeterlidir, (neden?), oysa supremum tanimi geregi

an.4+1 OGn.+2 On, : a 1
EInEEN,Agz{ netl Tnet2 ”+3,...} , 0</l—c<infA. < (Vn>n.)
Un.  Gne+1 Gno42 n

_ Gng

(o)
pozitif sabiti sayesinde M. (£ —¢e)" < a,, (Yn > n.) ve dolayisiyla {/M..({ —¢) < /a, (Vn > n.) bulunur,

ve boylece (¢ — €)a, < an+1 (Vn > ne) olur, sonugta (¢ — &)" " "<.a,. < a, (Yn > n.) yani M, =

alt limit alirsak istenen

C—e=(C—¢). lim {/Mo = (¢ —2)lim {/M = lim (¢ - 2) {/DL2) < lim g/

n—o0

sonucu kolayca bulunur. Simdi yine kuvvet serilerine donelim.

o0 2n
2) 21 (9;;1723 , Z (24 (=1)™)"z™ Z ( i +1 " )"a™ kuvvet serileri igin aym soruyu ¢oziiniiz.
n= n=1
Coziim: Birinci kuvvet serisi i¢in g = 1 ve R = /2 olur, ¢iinkii bu seride katsayilar as, = in T Ve

azn—1 = 0(Vn € N), boylece lim /|a,,| = lim %/az, = nh_{lgo % iy = \/5 nh_{]go( \}5)3/2 = %

Dikkat, birinci seri (1 — V2 , 1+ \/5) araliginda mutlak yakinsar, fakat u¢ noktalarda da mutlak yakinsar, s6z-

[ee] [ee) [ee]

gelimi 1 = 1 — /2 icin, pozitif terimli > (xé,f 711)3% = 52— = Y. g serisi yakinsaktir, sonugta birinci
n=1 ’ n=1"" n=1
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seri [1 — /2,1 + /2] kapali araliginda mutlak yakinsar.ikinci seri icin R = %, liciincii seri i¢in R = % gozle-

24+ (="

yiniz, tiglincii seride katsayilar a,, = (7)) ve sonugta ag, = (3)?", ag,—1 = (3)* 71, lim {/]a,| =
4
3

5+(-1
lim %/as, V lim 2n-Y/ag,—1 = % \Y % = % bulunur. Ugiincii seri (—%

mutlak yakinsar, sozgelimi

) araliginin her kapali alt araliginda

reln S (-5 il < e SIS ””i_Zr ZEED < 3o By
n=1
< +o0

clinkii ||z| — |y|\ < |z — y| nedeniyle 4 = ||5| — [(=1)"|| < |5 — (=1)?| = |5 + (=1)"*1| ve boylece

W < tvel< 3‘ | < 1 gecerlidir.
3)
oo oo o o
, , 1—x”,2\/§tanx
— n n:1n+1 T — —

serilerinin yakinsadigi kiimeleri belirleyiniz.

Coziim: Bilindigi(ya da kolayca goriilecegi gibi) Z .y™ kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapt R = 1 ol-

+ 1= < 1yan1 —1 <141 < 1kisacast —2 < 1(= —ﬁ) < 0ve

x

—l) ve ashinda z € (—o0, —%] gercekleyen x’ler i¢in yakinsaktir. Benzer seyler son seri

sonugta x € (—00, —5

oo
icin yapilir ve bu seri A = {z € R : [tanz| < 1} = |J (=5 + nm, § + nm) kiimesinde yakinsar. Otekiler

n=1
size Odevdir.

oo

4) Eger Y anz™ kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapt 0 < R < +oo ise, asagidaki kuvvet serilerininki
n=0

nedir?

Z2”anx Zn anx” Za Z—anx".

n=0

Coziim: Birinci serinin yakinsaklik yarigapi % olur, giinkii lim ’(/m = 2.lim W = % olmaktadir. Ote
yandan ikinci seri yalmzca x = 0 gercel sayisinda yakinsar, ¢iinkii lim {/|n"a,,| = lim(n W ) = 400
oldugundan (asagiya bkz.) ikinci serinin yakinsaklik yarigapinin pozitif bir R(> 0) olmasi olanaksizdir,(6yle
olsaydi 400 = lim{/[n"a,| = % < oo celiskisi dogardi). Burada, asagida yer alan Bilgil ve Bilgi2
kullanilarak su temel gercek kullanilmigtir:

Bilgi3: Negatif olmayan terimli {b,,}°°; ve {c, }°2; dizileri i¢in eger 0 < lime,, = ¢ < 400 = nlgrolo by, ise
lim(b,¢,) = +o00 olur. Gergekten M > 0 ne olursa olsun 3ny; € N, M < b, (Vn > nyy) ve 0 < ¢, (Vn €
N) nedeniyle Mc,, < b,c,(Vn > nyy) bularak M¢ = M.lime,, = lim(Mec,,) < lim(b,c,) ve sonugta 0 < £
oldugundan M < %.E(bncn) esitsizlikleri her M > 0 i¢in dogru oldugundan M — +oo i¢in limit olarak

+00 < #.1im(bye,) < +00 ve boylelikle 0 < ¢ € R oldugundan, istenen lim(by,c;,) = 400 sonucu bulunur.
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Yukarda kullanilan temel bilgiler sunlardir:

Bilgil: Her {z,,}°° ; gercel say1 dizisi ve herhangi sabit ny € N icin daima su esitlik gegerlidir: limz,, =
n%lgn(sup{xn, Tpil,Tni2,...}) olur. Gergekten limz,, iist limit degeri tilm sup{z,,, Ty 41, Tnt2, ...} supre-

mum degerlerini alttan sinirladgindan, 6zel olarak her N > ng i¢in limz,, < sup{ZN, TN+1, TN 42, ...} bula-

rak limz,, < n}&f;\f sup{zn, TN11, TN12, ...} esitsizligi elde edilir. Ters esitsizlik zaten gegerlidir, ¢iinkii kisa-

lik amaciyla Ay, = {n, Nnt1, Tnta, ...} yazilirsa {sup Ay, sup Any+1,5up Apny+2, ...} C {sup Aj,sup Ag,sup As, ...}
RU{—00, 00}) oldugu, iistelik kapsayan kiimenin infimumu kapsananinkinden daima esit ya da kii¢iik oldu-

gundan (neden?)

inf (sup{@n, Tn+1, Tnto,...}) = in<f (sup Ay,) = inf{sup Any, Apg+1, .-}
no<n

no<n

< inf{sup Aj,sup Ay, ...} = %relg(sup Ap) = ing<SUP{xn’xn+l’xn+2’ ..}) = limz,,

ters esitsizligi elde edilir, boylece istenen esitlik bulunur.

Bilgi2: {z,}7°, ve {y,}52, dizileri i¢in eger, Ing € N, x,, < y,, (¥n > ng) oluyorsa hem limz,, < limy,,
hem de limz,, < limy, olur. Gergekten hipotez nedeniyle, her n > ng icin sup{z,, Tni1, Tnio, ...} <

SUp{Yn, Yn+1, Yn+2, ... ; bulup infimum alarak ve Bilgil kullanilarak

limz,, = mf (sup{zn, Tni1,...}) < nirgn(sup{yn,ynﬂ, ..}) = limy,
0>

no<n

elde edilir. Bilgil ve Bilgi2’nin Bilgi3’iin kanitlanmasinda nerede kullanildigin1 belirleyiniz.

5)

i)  Uygun/ € R'vea € Rigin lim |a,n®| = {ise,
n—oo

ii)  Uygun/,a € R" i¢cin o € Rigin lim |a,n®| = £ ise,
n—o0

o0
>~ anz™ kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi nedir, neden?
n=1

Coziim: Aranan yakinsaklik yarigapi i) i¢in R = 1 ve i7) icin R = « olarak kolayca belirlenir, ¢iinkii 6rnegin
i) gecerliyken In. € N, £ — ¢ < a,n® < { + ¢ yani {/ 7: < Ulan| < 7 “5 bulunup, 4) sikkinin
coziimiindeki Bilgi2 yardimiyla, kolayca asagidaki bulunur:

1= lim ( Nl—¢€) = (\ﬁ <hm\"/|an

\/ : o, B
\/7? nIL%((%)a'\/£+€)_l
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6) Bir kuvvet serisi, yakinsaklik araliginin her kapali alt araliginda diizgiin yakinsar, gosteriniz.

Coziim: Gercekten » ° | a,z" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi R ise, bu seri, 9 = 0 oldugundan

(=R,R) = (zo — R,z0 + R) yakinsaklik araligmnin, herhangi bir [a,b](C (=R, R)) kapal alt araliginda

diizgiin yakinsar, ¢iinkii a € [a,b] C (—R, R) nedeniyle —R < a < R ve benzeriyle —R < a < b < R ve

sonugta hem |a| < R hem de |b| < R bularak |a| V |b] = M igin kolayca0 < M < Ryani M € (0,R) C

(—R, R) bularak Y >° , a, M" serisinin mutlak yakinsadig1, yani 0 < fl lan|.M"™ < +o0 elde edilerek
n=

[&.°]

rn= Y. |ag|.M* — 0 ve tiim bunlardan herhangi bir z € [a, b] igin
k=n+1
“R<-M=—(alVIb) < —lal Sa<z<b< bl < o Vol = M < R
ve sonugta | Ry, (2)] = [ > 00,41 arx®| < 30020 lakl|zF < 352,00 aM® = 1y, (Vn € N) ve boylece

o0
0 < sup |R,(x)| < r, — 0 nedeniyle istenen bulunur. ¢ # 0 olmak iizere ) a,(x — zo)™ kuvvet serisi
z€[a,b] n=1
icin benzer sonug gecerlidir.

o0 o0 o0 o0

7) > anx™ kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt R > 0ise Y. napz™, Y. n(n — Dapz™, . na,z™ !
n=1 n=1 n=1 n=1

kuvvet serilerininki de yine R olur, gosteriniz.

Coziim: Gergekten {a, }7°; ve {b,}7>; pozitif terimli dizileri igin, eger ¢ = nh_)ngo a, ise lim(a,b,) =
¢.limb,, olur, ¢iinkii € > a verildiginde In. € N, £ — ¢ < a, < £+ ¢ (Vn > n.) gerceklestiginden,
¢ < e+ a, (Yn > n) ve by’ler pozitif oldugundan (b, < eb, + anb, (Vn > n.) bularak £.limb, =
lim(2.by,) < lim(eby, + anby,) < lim(eby,) +lim(ayby,) = e.limb, +lim(a,b,) esitsizlikleri herbir e > 0 igin

dogru oldugundan istenen bulunur, ¢iinkii

eger limb, = +ooise lim(a,b,) = +o0o = £.limb,, olur(neden?)

eger limb, < +oo0 ise son esitsizliklerde ¢ — 0 igin limit alip

£.1imb,, < lim(ay,by,) ve ters esitsizlik bulunarak istenen ¢ikar. Oysa lim {/|n.a,| = lm(/n. ¥/|a,]) =
- oo
(lim {/n).(lim{/]a,]) = 1.% sonucu biraz énce gosterilen bilgiden elde edilerek > na,z™ kuvvet serisi-
n—00 n=1
oo

1 _

oo
L olarak bulunur. Ote yandan sonuncu seri Y na,z"+ = > (n+

nin yakinsaklik yarigap1t R = T ]

n=1 n=0
1)an+12™ olup, bunun yakinsaklik yarigapt im {/(n + 1)|an41| = (lim /n + 1).1im ¢/|ap+1| = LIim /]ans1| =
n—oo
Hm {/|an 1] L Tim "+ |41 2 Tim ¥/ lan|(= }%) nedeniyle istenen ¢ikar. Okuyucu (1) ve (2) esitliklerini

gosterebilmelidir.

napz"t (Vo € (—R,R))

13

o0
8) f(z) = > anz™ kuvvet serisi (—R, R) araliginda yakinsarsa f'(z) =

n=1 n

1
gecerlidir.
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.o S
Coziim: Bu, Onerme7 ve yukardaki 7)’den elde edilir, sonugta f”(z) = 3. n(n — 1)a,z" 2 ve benzerleri
n=1
yiiksek mertebeden tiirevler icin gecerlidir. (neden?).

2n+1)!!
gosteriniz, burada kisalik amaciyla (2n + 1)!! = 1.3...(2n + 1) (Vn € N) yazilmaktadur.

o0
9) f(z) = Zo (:(:QLJr1 kuvvet serisinin heryerde mutlak yakinsadigini ve f'(z) = 1 + 2 f(x) gergekledigini
n=

(e8]
Coziim: Her n € Nigin (227:‘:’11)” = (2n myn gozleyerek ve 8) kullanilarak f'(z) = (x + 21 é‘iﬁ;”)/ =1+
n=
o __az?n - p2n+2 s
Z @nonn = Lo+ xf(x) olur, cinki zf(x) = Z GorDn = Zl @epy ol
n=

Dikkat: Z @n +1 ooy Kuvvet serisi TLILH;O 2l TSI +1)” = 0 boylelikle lim 27+ (QRL)” = 0 nedeniyle her-

yerde, yani tim R kiimesinde mutlak yakinsar ¢iinkii her n € N i¢in 0 < 2n+l/ (%}rl)” < (%H) i

gecerlidir, clinkii

0 < 1 B 1 B 2.4...(2n) 2"l
2n+D! 13..02n+1)  1.234.2n)02n+1)  (2n+1)!
2" 2" 2" 2"

Mt D122t D) -t D+ Dt l) (= 1)

2

Tﬂ) L 0 oldugundan(neden?) istenen bulunur.

olur, oysa lim (
n—oo

10) g(x) = Z (3 heryerde mutlak yakinsar ve ¢” () + ¢'(z) 4+ g(x) = e gergekler, gosteriniz.

OO

oo . S
Coziim: g(z) = 1 + Z % ve ¢'(z) = 21 (gzill)! , §"'(z) = Z o 2), nedeniyle bunlarin toplami
n—=

p3n—2 p3n—1 3n 4 5 6

2 3
1+ Z(gn o1 T GBns 1).+(?m)):1+(%+%+§—!)+(ﬁ—!+ﬂg—,+%)+...:efﬂolur.

11) Genellestirilmis Devsirim sayilarim tanimlayip, her 0 # o« € R — N sabiti igin ) 7, ( ):1: kuvvet

serisinin yakinsaklik yaricapinin R = 1 oldugunu gosteriniz.

Coziim: Matematikte her o € R icin (8‘) =1 ve ayrica

(a> _ala—1)..(a=(n-1)) (Vn € N)

n n!

bigiminde tanimlanan gercel sayilara o’ nin genellestirilmis devsirim sayilar1 denir. Ornegin

1 n — . (2n — n—1)-
(37) = PP =t
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bulunur. @ € N ise bu aligilagelen devsirim sayisidir. Simdi

li ’(nil)‘ ~ lim (afa—1)...(a—(n—1))) n!
n—roo \(i)\ n—o0 (n+1)! “ala—1)..(a—(n—-1))
= lim |n a’ =1 ve

il GE0) < (@) < () <l
" n )]

gozleyerek limy, o0 {/|($)] = Lim {/|(2)] = 1 ve boylelikle 32, (%)a™ kuvvet serisinin yakinsaklik yari-

cap1 agsagidakidir.

R=— 1 1

lim {/(3)]

(18

Kisacas1 Vz € (—1,1) igin f(x) = (¢)a™ fonksiyon serisi (—1, 1) agik araliginin her kapal alt araliginda

n=0

o
diizgiin yakinsar, boylelikle, ilerde gozlenecegi gibi (14 2)* = Y (¢)2"(Va € (—1,1)) agihmi o # 0 ve

a € R — N ne olursa olsun gecerli oldugu anlasilacagindan, 6zel olarak

I R YC e U SR
n=1
1 n—l”
= - 1+Z 2 (Vze(-1,1))

sonuclari bulunur.

o0

12) Yakinsaklik yaricapt 0 < R olan f(x) = > a,z™ kuvvet serisinde, her n > 0 i¢in katsayilarin a,, =
n=0

10

—1— oldugunu gosterin.

Coziim: Tipki 8) ¢oziimiinde oldugu gibi, her k£ > 0 i¢in
B @)= (nn—1).(n— (k—1)))apz"* = 3 n(n—1)...(n — (k — 1))apz"*

n=0 n=~k

— klay + §+1n(n )l — (k —1))ane™* (Vo € (—R, R)) ve

g(z) = Y n(n—1)..(n— (k- 1))anz" % = (k+ Dlags1z + (k + 2)!. %5222 + ... nedeniyle g(0) = 0
n=1
oldugundan f*)(0) = k!.a;, bulunur.

[e.e] o0
13) Yakinsaklik yarigaplari aymt R > 0 olan Y a,z™ ve > b,z™ kuvvet serilerinin esit olmalar1 yani her
n=0 n=0

oo o0
€ (=R, R) icin ) a, = ) by, gerceklenebilmesi i¢in gyk a,, = b, (Vn € N) olmasidur.
n=0 n=0

14) Her x € (—1,1) i¢in f(x) = ioj 22" ise |f/(z)| < 1%I$I (Vx € (—1,1)) olur.
n=0

Coziim: f(x) = x + >.°° , 2" nedeniyle f/(0) = 1 < 2 bularak iddianin = = 0 igin dogru oldugu goriiliir.
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o0
= > |z|™ bilgisiyle ve asagida kanitlamas1 verilen iinlii Mertens
n=0

Simdi 0 < |z| < 1 olsun. Bu durumda — m

Teoreminden yararlanarak

1f\|;p|-|f/(37)| < (13‘% (0 <lz|<1)

gostermek gii¢ degildir. Coziimiin sagliklig1 agisindan once sunlar1 gérelim:
Onerme 14: Pozitif terimli olmalar1 gerekmeyen Zan ve an serilerinin birincisi mutlak yakinsak, ikincisi

n=0 n=0
yakinsaksa, r, = > 2 . by (Vn > 0) olmak iizere, asagidaki gegerlidir:

lim (agry + a1mp—1 + ... + apro) = 0.
n—oo

(o] n
Kamtlama: B = an olmak iizere r,, = B — Zbk ve 1, — 0 oldugundan {7, }°° ; dizisi sifira yakinsar,
n=0 k=0

her yakinsak dizi gibi sinirhidir, kisacast 3IM > 0, |r,| < M (Vn > 0) olur. Zan serisi mutlak boylece

=0
o oo " n
0< 8 = Z\anl serisi yakinsak oldugundan 0 < S = Z|an| < +o0 olur ve s, = Z]ak] - S
n=0 k=0
gergeklendlglnden yakinsak {sy, }22 ; dizisi bir Cauchy dizisi olur ve lim 7, = 0 nedeniyle, sonugta
n—oo
. €
Ine. € N,Vm,n > ng igin |s, — sim| < —— 2M ve |ry| < m
olur, bdylece her n > n. icin Z lag| = [sn — sn.| < 557 ve ayricaher n > 2n. icinn > n —n. > n.
k=nc<+1
nedeniyle |r,| < 5 STy FmE vy [P | < 505 +1) bularak, sonugta

n
laorn + a1rn—1 4 .+ anrol <Y lakllrkonl = D larllra—kl+ D lakllrakl
k=0 k<neg ne<k<n

E.M
E\%\JFM E x| < 3 S+1) + 537 <€ (vn > 2n.)
k=nc+1

oo
bulunur, ¢iinkii > 3¢ , Jax| < > |an| = S gegerlidir, bu sonug istenendir.
n=1

Teorem14 (Mertens Teoremi): Onceki 6nermedeki seriler icin asagidaki esitlik gegerlidir:

(S5) (50) -5 (&)

o n (o)
Kamtlama: B = an ve her n > 0 i¢in B, = Zbk ve r, = Z by yaziip B = B,, 4+ r, yani
n=0 k=0 k=n+1
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B, = B — ry, gozleyerek her N € N i¢in

N n 0 1 N
Z(Z akbn_k) = Z arbo_k + Z agbi_g + ... + Z apby_k
k=0 k=0 k=0

n=0 k=0

= (aobo) + (a0b1 + a1b0> + ...+ (aobN +a1by_1+ ...+ aNbo)

= ao(bo +b;+...+ bN) + a1(60 +b1+ ...+ bN—l) + ...+ anby = agBy + a1 Bny-1 + ... + an By
N

= ao(B — TN) + al(B — TN—l) + ...+ CLN(B — ’f‘o) = B. Zak — (CL()'FN +ai1ry—1+ ...+ aNT'[))
k=0

ve sonugta istenen sonug, bir 6nceki Onerme kullamlip bulunur:

00 n N n [e)
Z(Z ag-bn_1) = A}gnooZ(Z ag.bn_1) = B. Z p — A}i_r>noo(a07“]v +a1rN—1 + ... + anro)

n=0 k=0 n=0 k=0 n=0
=B.) an=BA=(>_an).>_bn).
n=0 n=0 n=0

Ornekler 13: 1)

ve ayrica

esitliklerini gosteriniz.

n

Coziim: ) > (—1)" (:?ZW kuvvet serisi her « € R i¢in mutlak yakinsar, ¢iinkii bu seride as, = ﬁ, Aop—1 =

0 (Vn € N) ve lim /@, = lim,, oo X/a2, = lim, s ﬁ = 0 olur. O halde Mertens Teoremi kullamilarak

20 (T omem

k=0

ve ustelik

esitliginden yararlanarak ((1+z)"(1+2)" = (1+z)?" esitliginde 2 lerin katsayilarini esitleyerek bu sonucu
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elde edebilirsiniz asagidaki Bilgi’ye bkz.) sunlar elde edilir:

0 2N 00 22n o n e i
(;(_1)71(”!)2) (g(_l)n(nW) - nz=:0<k0(_1)k(k!)2 (-1)"
= S _ nl,Qn = 1
B n;( !V <kzzo <k!(n_k)|
e x2n n
- ny?)(_l) (n)? kzo(k!(n—
s :L,Qn n n 2
= 7;)(—1) (e 2 <k> )
° 2n
- S e
n=0

Ikinci esitlik icin, yine Mertens Teoremi kullanilarak

n=0 n=0

o0
ve distelik (3)" = (2+ 3)" = Yp_g (1) 2" 5= nedeniyle <

Ve bulunur.

Bilgi:

k

bagintisinin kanitlamasi soyle verilebilir:

VezeRigin (1+2z)" =1+ <l<:>$

oldugundan, kolayca agsagidaki polinomlar esit olur:

k=0
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2n
. (?)xk —(1+2)"=1+2)"(1+2)" =

(Z m) - (Z m!) =2 (kzo PO

n=0

Z:) <Z>2 _ (i’;) (Vn € N)




ve her iki yanda 2™’in katsayilarini esitleyerek
G- (06 = G606 )G ()
-2 (6= ()

bulunur, ¢iinkii bilindigi gibi devsirim sayilari her 0 < k£ < n i¢in

n\ nl n
k) (n—k)! \n—k
esitligini gergekler.

oo o

2)0<a<1licin0 < (Zo an) ) (Zo 2na2") < (137%)2 gosterelim.
n= n=

Dikkat: Carpima katilan pozitif terimli her iki seri de yakinsar, ¢linkii birincisi yakinsak oldugundan, ikincisi

inlii Cauchy Siklastirma Teoremi ile yakinsaktir. Simdi Mertens Teoremini uygulmak i¢in a,, = a”,bon =

2"q2" ve tiim 6teki by katsayilar1 by = 0 alinsin. Herhangi n € N i¢in, 6ncelikle

gostermek yeterlidir. N = [logyn] tam kism1 0 < N < logon < N + 1, 2V < n < 2VF! ve sonugta
n+1 < 2N+ yanin < 2V*1 1 nedeniyle 2! —1 < 2n gergekler, ¢iinkii eger 2n < 2V —1 OLSAYDI
2V <n < 2n < 2NF1 1 boylelikle n = 2n —n < 2N+ — 1 — 2N = 2N _ 1 < 2V olurdu, oysa 2V < n

bilinmektedir. O halde

[logy 1] N oN+1 _ q
kzo 2k:k202k:20+21+...+2N=2_1=2N+1—1<2n (n € N)

bulunur. b,, gergel sayilarinin yalnizca 2™ indislileri sifirdan farkh oldugundan

n
Z apbn_ = Z af-by, = ap_90b90 + a,_21bo1 + ... + @, _oNbyN
k=1 k+m=n
N N N
= Z @y, _okbor = Z a2k = g, Z 2k < 2na™
k=0 k=0 k=0

ve boylelikle Mertens Teoremi ile

(Z a”) . (Z 2"a2n> = Z (Z ak.bn—k) < 2. Zna" = %
k=0 k=0 n=0 (1-a)

k=0 n=0
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bulunur, ¢iinkii iyi bilindigi gibi

ix :Zx" (Ve e (—-1,1))
n=0

nedeniyle, bu kuvvet serisi yakinsaklik araliginda terim terime tiiretilerek

1 e 1+
(1—3:)2 1—3: an ’ 1—x Z ) Zn

esitliklerinin, her x € (—1, 1) igin gegerli oldugu anlagilir. Dikkat: Yukarda ), . a.b,, toplamina kati-
lan b,,, # 0 sayilarmin indislerinin elbette m < k + m = n kisacast m < n olmasi gereken 2° tiiriinde 6zel

dogal sayilar olmasi gerektiginden, bu m’lerin 20,21, ..., 2V (< n) olduklarina 6zellikle dikkat edilmistir.
3) Ornek12.14)’iin ¢dziimiinii tamamlayimz.
Coziim: Sozii edilen 6rnekte f/(z) = > 00, 2"2?" ~! ve boylece z f'(z) = > °° , 2"x?" oldugundan |z f'(z)| <

32 52" z|*" ve sonugta her 0 < |z| < 1 igin, bir dnceki drnekte eldeedilen sonug kullanilirsa

|z

/JI‘ _ 1 l'/.'l? - q;n nxQ” 2‘JZ|

istenen sonug¢ bulunur.

4) Mertens Teoremi, birisi mutlak yakinsak olan, iki yakinsak seriye uygulandigindan, 6zellikle yakinsaklik

yaricapinin belirledigi aralikta mutlak yakinsak olan kuvvet serilerine uygulanir. S6zgelimi

co-(55) (5%) -5 () - S

bulunur, ¢iinkii her n > 0 i¢in asagidaki gecerlidir:

SYAEREE (PSR P

Ayrica sin 2z = 2sin x cos x 6zdesligini de Mertens Teoreminden elde etmek gii¢ degildir, ¢iinkii {inlii (Z) =

m = (nf k) bagintist kullanilirsa
Z":<2n+1> _Z":<2n+1 )
2 \2k+1) ~ & \2(n—k)
[(2n+1 n 2n+1 i
N 2n 2n —2
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ve boylece, iinlii 2" = Z (Vn € N) esitligiyle

bularak bu sonug asagida () esitliginde kullanilirsa asagidakiler bulunur:

o) w2n71 > xQ"
sinx.cosx = <Z(—1)n+1(2n_1)!> : (Z(_l)n@n)!)

n=1

‘ 00 . g2+l il n z2n
sinx.cosz = (Z(—l) M) ' (TLZ:;)<_1) (2n)!>

& y n A m2k+1 ks x2n72k
:Z<k (=1) (2k+1)!'(_1 (2n—2k)!>

~—

=\
= ni(—l)”%%+1 (Zn: 2kt 1)!(12n - 2k:)!>
Iy -
-1 2 g g( e G snde

Sondan bir énceki adimda (—1)""! = (=1)"*! (Vz € N) gercegi kullanildi. Siz, Mertens Teoreminden

2 2

yararlanarak (cos x)? + (sinz)? = 1 ve (cos )

(0) 7 () o) o )= () () 2o o) + () =2
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esitlikleri her n € N i¢in gecerlidir, ¢linkii

2k
k=0 k=0
boylece
n n n n n
2n 2n 1 2n 2n 1 2n
Sp = Z = = + - =
2k 2k -1 2 2k 2k -1 2 k
k=0 k=1 k=0 k=1 k=0
n
2 22n
Dikkat: kz_o (2Z> =5 iddiast n = 0 i¢in yanhstir!

Ornek: Mertens Teoremini kullanarak iinlii

1
sin?z = 5(1 —cos2z) (Vz € R)

ozdesligini gosterelim.

2n+2

e n 2k+1 . 2nf2k+1 e 2n+2 n (2n +92
2 (2.1 2k-%1y(_1) k( — 2k +1)! E: 2 (2k +1 ;
n=0 \k=0 ) 2n + +

2| )(2n — 2k + 1)1

Sy Q:r; (> (2:)
>

0
2n+-2
- s
n=0
1 & nl%%]fmm
EZ T2
22n+2
bulunur. Bilgi nedeniyle Z gﬁj =22+l — ayrica

k=0

Bu boliimde son olarak; ¢ok-sik rastlanilan kuvvet serileri olan Taylor serileri’yle ilgilenelim

Onerme 15: f(z) =
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Yool g anz™ kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt R > 0 ve 29 € (—R, R) ise 6y =
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— |zo| > 0 olmak iizere, asagidakiler gecerlidir:
Va € (zg — do, xo + o) igin f(x Zf (o) (x —x0)"

Kanitlama: Riemann’in iinlii bir teoremi, bilindigi gibi, eger ¢ift indisli > 2 (> >°_ apn n serisi mutlak
yakmnsaksa, > 7 03" anm =D 0o D neo Gn,m gerceklestigini soyler. Oysa herbir « € (xg — do, zo +

do) igin Y02 o S an () (x — wo)™xf "™ cift indisli serisi mutlak yakinsar, yani

oo o0 [e.e] o0

n _ n _

0< Z Z |an|] <m) (x — z0)|™zo|" ™™ = Z(Z lan|| (m) (x — x0)|"|zo|"™™) < 400
n=0m=0 n=0 m=0

olur, ¢linkli m > n i¢in (:Z) = 0 oldugundan

> fanll(2) @ o) e~ = 3 faall () = 20l v

o o (o ¢]
n _
(S lanll( ) @ = o)) = 3 leal(lo = o]+ o < +oc
n=0 m=0 n=0

bulunur, ciinkii herbir x € (z¢ — dg, xo + do) i¢in |z — 29| < d9 = R — |zo| ve boylelikle 0 < y, =
|# — zo| + |xo| < Rolurve |y| < Rise Y~ any” serisi mutlak yakinsak yani 0 < >>° |an||y|" < +o0

olmaktadir. Boylelikle, herbir 2 € (xg — g, 2o + do) i¢in Riemann’in sozii edilen teoremiyle

flz) = Zanx” = Zan ((x — o) + 20)" = Z (an. Z <n) (z — zo)™x(™ m)
n=0 n=0

o = \m
= i (Wi an (Z) (. —x0)" (™ m) = mio:o (nf:o an (:l) g~ m) (@ — 20)™

o0 o0 o0
olur, burada her m € Nigin by, = > an ()™ = > an () ag " yazip f(z) = 3 bm(x — 30)™ ve
m=0

n=0 n=m

dolayisiyla Ornek12.12)’de yazildig: gibi (™) (z¢) = m!l.b,, (¥m > 0) bularak asagidaki istenen sonug elde

edilir:

(m) T oo n o) (m) "
Fr == 50 (ot 0= 3 ELE e,

m!
m=0
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Teorem 15: Bir Taylor serisinin yakinsayabilmesi icin agagidakilerin herbiri bir yeter kosuldur:

1) feC®a,b], IM >0, |fM@)| <M (Ve lab]),

2) feC®a,b)ve0 < fM(z)  (Yn>0, Vz e (a,b)),
< MQTL'

= n

0

3) f e C®(a,b)ve Vg € (a,b), 3eo > 03IMy > 0, 36 > 0 | (2)]

f(n) (20)

n!

(V:c € (1:0 — (50,.770 + (50))

ise0 <6 <IAcpigin f(z) = Z (x —x0)" (Vo € (x0 — 6,20 +9))

Kamtlama: Bilindigi gibi f € C*[a, b] ve z¢ € [a, b] ise, her n € N ve her = € [a, b] Taylor a¢ilim1

n

F®) (z0)

f@) = 3T @ = w0)* + Rae)

k=0

gegerlidir. Verilen yeterlik kosullarinin herbirinin R,,(x) — 0 sonucunu verdigi gozlenebilir, burada artik
terim ya da kalan terim denilen R,,(z) i¢in, 2’e bagl uygun bir ¢, € (0, 1) aracih@iyla

FOD (g 4 e4(x — x0))

(n+1)!
SO (g + eq(x —

ot

Lagrange yazihisi: R, (x) = (x—=

Cauchy yazihsi: R, (7) = 20) (1= e2)™(z — o)™

n!
1 xX
Tiimlevli yazihs: R, (z) = n'/ FO@) (= t)"dt
' Jzo

yaziliglar1 gecerlidir. Simdi 1) yeter kosulu gegerliyse

|x—x0]”+1 \x—mo‘"""l

0 < [Baf@)| = £ (w0 + exle — @0))|- =y < M-Sy,

—0

bulunur, ¢iinkii her y € R i¢in li_)m “f# = 0 gecerlidir.(neden?). Eger 2) yeter kosulu gegerliyse, her = € [a, b]
n o0 :

ve hern > 0igin 0 < f(z) ve 0 < f(x) oldugundan, b — z¢ > 0 nedeniyle 0 < S°7_, f(k;(!wo) (b — zo)*

oldugundan, oncelikle

f(k:) (o)
!

Ru(b) < Ro(b) + ) = (b—z0)" = f(b)  (Yn€N)
k=0

olur, ayrica f(x) = > ;_, %(w —a)¥ 4+ R, (a) olup uygun degisken doniisiimiiyle, ¢ € [a, z] nedeniyle
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uygun bir u € [0, 1] sayesinde ¢ = (x — a)u + a oldugundan, tiimlevli kalan terim igin

Ro(z) — / FO (1) (2 — £yt
n+1

B 1
_ /0 (FO D (2 = a)u+ a)).(1 — w)"du

n!

olur, oysa hipotez geregi 0 < f("+?)(z) (V& € [a,b]) nedeniyle, tiirevinin isareti negatif olmadigindan
f™+1) fonksiyonu tekdiize azalmayandir, boylelikle her t € [0,1] icin (z — a)t + a < (b — a)t + a ve
fO2((z — a)t +a) < fOHD((b— a)t + a) ve ayrica

Rn(b) = m /1 SO (b= a)t + a).(1 — t)"dt,

(x—a

n+1
0 < Ry(x )—/ FOD (2 — a)t + a).(1 — t)"dt

1, n+1
/ FO((b = a)t + a).(1 — t)"dt =

ve boylece 0 < Ry, (z) < [£F=2" 1. Ry, (b) < |3=2|"*1.f(b) (Vn € N) elde edilip yine istenen lim R(x) =
n—,oo
0 sonucuna ulasilir. 3) kosulu altinda ayni sonucu bulmak size 6devdir. Kisacasi tiim bu kosullarin herbiri,

xo’1n uygun bir komsulugunda, R, (z) — 0 nedeniyle

©_ £(n)
=3 ey
n=0 ’

Taylor serisi elde edilir.

. e n+1

Ornekler 14: 1) Her x € (—1, 1] i¢in ¢n(1 Z ~———— " gecerlidir, ¢iinkii her z € (—1,1) i¢in
n=1

f(x) = ¢n(1 + x) tammlanirsa, her n € N igin

d”< 1 >: (=1)™.n! ve f) (z) = dnfl ( 1 )Z(—1)n1(nn—1)!

dz" \1+=x (1 + z)ntt (1+2)

bulunur. O halde f™(0) = (=1)""*(n — 1)! ve f(*:!(o) = (_17):71 = (_lzlnﬂ bulunur. Ayrica herhangi
bir g € (—1,1) alindiginda uygun bir 09 > 0 aracihgiyla —1 < zg — dp < xg + dp < 1 yani (xo —
00,20 + dp) € (—1,1) olur ve herbir x € (zg — dp, 20 + Jp) icin 0 < cog = 1+ (xg+ ) < 1+ x ve

< % ve |f (n) (x)| = ((ILJ:;)),!L < c% bulunarak, Teorem13’deki 3) yeter kosulunun gergeklestigi ve

1
(I+a)"
sonugta f(x) = ¢n(1 + z) fonksiyonunun zy € (—1,1) noktasmnin uygun bir komsulugunda gecerli olan

(-t

n(l+z) =3, %(m = 20)" = 2011 5 tag) (@ — @0)" agilim bulunur, 6zel olarak 2o = 0

alinarak /n(1 +z) = > 2 Lx elde edilir. Bu serinin (—1,1) araliginda mutlak yakinsadigini ve

n=1

x = 1 noktasinda yakinsadigini1 gozleyiniz.
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2)Herz € (=1,1) ve 0 # o € R — Nigin (1 + 2)* = Y07 (¢)z" olur, ¢iinkii her z € (—1,1) i¢in

0 < 1+ z gozleyip f(x) = (1 + z)* tammlanirsa, her n € N i¢in

F™(z) = ale—1).(a—(n—1)1+2)*" = <z> (14 z2)*"

ve boylece | ) ()| = [(2)]-n!(1 + 2)*"™ < M,.2%n! bulunur, ¢iinkii ng = [a] + 1 dogal sayisi tanimlanip

a(a—1)...(a—(np—1))

< [Oé] + 1= no gbzlenip, Ma == (no—l)!

)

ve apagik bigimde (1 4 )™ < 207" < 2% gozleyerek | f(™) (x)| < 2%M,.n! bulunup Teorem13’deki son

yazilirsa her n > ng icin

_ g, oz allot ) —a)(n=a) ) <1 - a) (1 -~ @ ) (1 - 3) < M,

no(no +1)...n no ng+ 1 n

yeter kosul kullanilir.

3) Asagidaki tinlii agilimlart elde ediniz:

) 0 . p2n+l
> " xQn
cosx = ZO(—I) )] (Vz € R),
1 & ni (22)%0
sinz = 5 Z:l(—l) i ((272>| (Vz € R)
1+ . g2l
/3= = 2o (e=L),
1 "
5o = Dgem (wE(-2,2)),
n=1
e’ = x—' (Vz € R)
= n!
) 1 N Y oo x2n+1
sinhz = 5(6 — € ): 71m (V.I'GR)

Burada, iiglinciisii igin cos 2z = 1—2sin? z, dordiinciisiiigin In /122 = 1 In(1+z)— 1 In(1—z) besincisinde

011 1
8¢ 5% =212

0zdesliginden yararlaniniz.

4) Asagidaki toplamlari hesaplayimniz:

= S S (S
z:2n+1 Z n+1 Z(2n—|—1)!’;n2+n—2

n:l
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2n+1

Coziim: Her v € (—1,1) igin arctanz = Y ;(—1)".5 75 oldugu bilindiginden, sayfa 73 *deki Abel

Toplanabilme Teoremi nedeniyle, birinci serinin ) - 2;2; = arctan 1 = 7 oldugu goriiliir. Ikinci toplam

Soolo(=D)M(E = =) = Yty iﬂ — Zn 1 ( ;:f = In4 — 1 olarak bulunur, ¢iinkii In2 =
-1 n+1 n+1 1 n+1 —1)"

ZZ‘Ll( 7)1 :1"‘2?:2 7)1 =1-2 2 n = ve sonugta Y n)+1 =ZZ°:2( n) =1-In2

boylece ikinci toplam In2 — (1 —In2) = 2.In2 — 1 = In4 — 1 > 0 olarak hesaplamr. Ugiincii toplam, her
ST | 12 _ 1y 1 1 :

n € Nigin oo — G = @adnt Y@ ety = 2l@ay — @) edeniyle

N L I Y AN ) = CS DLW (D) 1 :
nzjow =3 (Z @)l —nz% (2n+1)!> =3 (COSl_;(Qn—l)!> = i(cosl—sml)

n=0

olarak belirlenir. Sonuncusu i¢in m = %(% — #) gozleyip toplami 1“—4 - = olarak hesaplayiniz.

(nasil?)

5) f € C®(R)olup f(z) =77, A ( L0 n esitliginin yalmzca = 0 noktasinda gecerli oldugu f fonksi-

n!

yonlariin var oldugunu gosteriniz.

Cozim:f(0) = 0 ve x # 0 i¢in f(z) = e 2 bigiminde tanimlanan f fonksiyonu ile her x € R igin

g(z) =300, cos(n*z) biciminde tanimlanan g fonksiyonu istenilen niteliktedir. f fonksiyonu her n > 0 igin

en

F™(0) = 0 gergekler, 6rnegin her o« € RT igin lim % = 0 bilgisiyle

Yy—r+00

h—0 h h=0 o33 y—oo e¥
gozleyerek
2 —1
flay={ = 7Y
0 ;e =0

ve dolayisiyla f”(0) i¢in f”(0) = ’llin% %% =2 lim z—j = 0 bulunarak
— e}TQ Yy—00
(- 2)e & ;2#0

0 ;2 =0

elde edilir. Tiimevarimla z # 0 i¢in, derp, = 3n gergekleyen uygun bir p, polinomu aracilifiyla her
n € Nigin f(z) = pn(L).e7 3 ve fM™(0) = 0 goriilir. O halde her = # 0 igin f(z) = ez > 0
oldugu ve fakat > >° A >.(0) "™ = 0 nedeniyle, f fonksiyonu her noktada sonsuz mertebeden tiiretildigi

halde z # 0 i¢in f(z) = > o7, 1 ( £200) gergeklesmesi soz konusu olmaz. g fonksiyonu ise ¢'(z) =

n!
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> 7 sinn?x (Vz € R) ve aslinda

> 4n
(2n—1) _ (2n) — (_1\» m
g (0) =0, g®M(0) = (-1)™. ) o (Vn € N)

m=0
olur(neden?). O halde her m € N igin [¢®*™(0)| = Z B> m e ‘g@?;(?%)!'x% > |g(2(r;)n)2)lf2n >
e%(%)2n = L %)2” esitsizlikleri her m € N ve her x # 0 icin gegerli oldugundan, n, = [‘?e'] +1
tam sayis1 ve yukardaki esitsizlikler n > n, olmak iizere m = 2n icin yazilirsa

g (0)]a* 1 on _ (20]2]\*"
@n)] >62n.(2naz) =

2ng|z)\"
>(——— | >1(Vn>ny)
e e
9"(0) pn _ oo g®M(0)
olur, boylece > 7 =>

—r n—=0 W " serisi raksar, ciinkii genel terimi sifira yakinsamamakta-
dir. Bu iki karsit 6rnek Teorem13’iin 6nemini agi8a ¢ikartir, (neden?)
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Boliim 2

Fourier Serileri

Once gerektigi icin Cfa, b] vektor uzay: ile ilgilenelim. Cfa, b] kiimesi, tiim gergel degerli ve siirekli f :
[a, b]— R fonksiyonlarinin kiimesidir. f, g€ Cla,b] ve o, 8 € R ne olursa olsun (af + 8¢g)(z) = af(x) +
Bg(z)(Vz € [a,b]) bigiminde tanimlanan «f + g fonksiyonu da siirekli oldugundan, sonugta af + g €
Cla, b] bulunur ve C|a, b] kiimesi bu iglemler altinda R cismi iizerinde bir vektor uzay: olur. Toplama isle-
minin etkisiz eleman ise sifir sabit fonksiyonu olup f(z) = 0 (Vz € [a, b]) bi¢ciminde tanimlanir. f € Cla, b]
elemaninin toplama iglemine gore tersi, apagik bicimde (—f)(x) = —f(z) (Vz € [a,b]) seklinde tanimla-
nan —f € Cla,b] elemanidir. Ote yandan [a, b] arahginda siirekli her fonksiyon Riemann tiimlevlenebi-
lir(integrallenebilir) oldugundan, her f € C|a,b] igin / b f(x)dx gergel sayist iyi tammlidir. Ote yandan
fyg € Cla,b] icin (f.g)(z) = f(x).9(z) (Vz € [a,b]) big[ilminde tanimlanan f.g ya da kisaca f¢ fonksiyonu

/f x)dr € R

da gercel degerli, siirekli oldugundan

iyi tanimlidir ve iistelik

(a1 fi +oafe,g9) = Oél/ fi(z dx+a2/ fo(z

= a1 (f1,9) +a2(f2,9) g

/ flalg@yts = | @) f(a)dz = (g.)

ve sonugta

(fs Brgr + B2g2) = (Brg1 + Baga, ) = 1 (91, f) + B2 (g2, f) = Br{f,q1) + B2 (f, 92)

bulunur. (f, g) gergel sayisina , C[a, b] vektor uzayinda f ve g elemanlarinin i¢ ¢carpim degeri ve ayrica

£l = V) \// It da:—\// 7@ da
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gergel sayisina ise f € C[a, b] elemaninin tiimlev normu denir. Daima 0 < f2(z)(Vz € [a,b]) oldugu ve

[a, b] araliginda negatif olmayan degerler alan siirekli bir fonksiyonun Riemann tiimlevi asla negatif olmadi-

b b
gindan 0 < / f*(x)dx ve boylece || f||, = / f*(z)dz > 0 bulunur. Dikkat: f € C|a, b] ise
| fll; = Oigin g.yk. f = O yani f(z) = 0(Vz € [a,b]) olmasidir.

cinkii eger 0 = || f|, iken Jz¢ €[a, b], f(xo) # 0 olsayd, 0 < f*(z¢) olur ve Jg¢ > 0,0 < f2(zo) —&o bulu-

nur ve f2 siirekli oldugundan, uygun bir (z¢ — &g,70 + &) N [a, b] arahigidaki (dikkat: bu kesigim bir araliktir

(neden?)) tiim = gergel sayilari icin 0 < f2(zg) — e < f?(x) bulunur, sonucta 0 < f? unutmadan, uygun bir

c < dvexg € [c,d]C [a,b] araligimda f%(z¢)—eo < f2(z) (Vz € [c,d]) nedeniyle 0 < (d—c)(f2(z0)—e0) <

/d fA(z)dx < /b fA(zx)dx = Hfo = 0 celigkisi dogardi. Ayrica (—f(z))? = f2(z) (Va € [a, b]) nede-
c a

niyle || —f||, = |/ f||, = olur. Dikkat edilirse f € Ca, b] elemaninin supremum normu, her x € [a, b] i¢in

b b
[ @)] < [1f ]l ve bOYlelikle [f(2)] < || f]2, Ve/ |f (@) da <||f||fup/ dr = (b—a). || fIIZ,, ger-

b
ceklediginden, My = /b — a yazilmak iizere || ||, = / |f(x)]* de< My | f |5, krsacast
a

AMo > 0, [[f[l; < Mo [ f]| sy, (VF € Cla, b))

sup (

bulunur; oysa her f € Cla, b] i¢in | f||4,,< M || f||; olacak bigimde bir M > 0 sabiti kesinlikle belirlenemez,
ciinkii eger belirlenebilseydi nh_)rréo [fn— fll; = 0 oldugunda 0 < |[fn — flls, < M| fa— fll, (Vn € N)
varsayildigindan, zorunlu olarak nh_}nolo [ fn = fllsup = O olmast gerekirdi. Oysa agafida yer alan 6nermede
kanitlanacag gibi, bunun gerceklesmedigi bir { f,,}, ; siirekli fonksiyonlar dizisi ve f € Cla, b] vardir. Bu

nedenle bu normlar esdeger degildir(topoloji diliyle sdylersek, ayn1 metrik topolojiyi belirlemezler!).

Onerme 1: C[0, 1] iizerinde tammli tiimlev ve supremum normlari igin
nlgglo [fn—0ll, =0 wve nlingo | fr — OHSup =1

gercekleyen bir { f,,},-; dizisi vardur.

Kamitlama: Once [0, 1] araliginin her n € N igin

1 1 2 om — 1 kok+1
=10,—|U|=—, —|u...u|[Z—=1| = —
011 = o ]v [ o 0[5 )- U [

0<k<2n

olarak yazildigim1 gozlemleyelim. 0 € [O, 2%] C Uogk <on [2%, %} ve benzer bicimde 1 € [%, 1} -

Uo<r<an [, BEL] apagiktir. Simdi herhangi bir z € (0,1) igin 0 < 2"z < 2" ve 0 < k, = [2"z] tam kism1
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ky kpt1 . ky kptl ky kgptl E k+l
0<k, <2"x <kp+lvek, <2"x < 2"V62—n <z< 27j[yamace [27, 225 ) Q[Z—n, zi ] QUOS,KZ,L [27’2%]

bulunarak kolayca [0,1] C Uog k<on [2%, %} kapsamasi elde edilir. Ters kapsama kolaydir, ¢linkii her

0<k<2%igin0 < 2% < % < 1 gegerlidir. Simdi {f, },-, dizisi agagidaki gibi tammlansin. Dikkat

edilirse tiim dogal sayilar
1,282V 41,2222 41,22 +2,22 43,24 24 +1,...

oldugundan, her 1 < N € Nigin, N = 2"+ k gerceklenecek bicimde tek tiirlii belirli birn € Nve 0 < k < 2"

tam say1 ikilisi var oldugundan, fy fonksiyonu [0, 1] araliginda

.
0 s e [0, 2] U [5 1]
oty — (2k—1)  jxe [ E]
) 2n+1 ) on
In(x) = forii(z) =
1 T € [2%, L';l)
—2"tly 4 (2k+3) x e [EEL 2
biciminde tanimlansin. fp siireklidir, ¢linkii sézgelimi 1 = fxn (2%) = fn (2%—): N (2%%—) gecerlidir,
clinkii
k ] ) et 2n+1k
fn o) = hm_fN(x):hH}C 2"z - (2k—1)) = on —(2k-1)=1
z—(gw) Tohow
gecerlidir. Simdi kisalik amaciyla r, ,, = %,’3—111 V€ Pkn = 2% = zﬁl rasyonel sayilarin1 tammmlayarak

1
L<NeN,  |fy—o0l,= ||fNrt=\//0 (@) da < (}gn

gozlemek kolaydir, ciinkii 0 < fy < 1 ve yalmzca [ry, p,, 7i42,,) araliginda f # 0 oldugundan

1 Tk+2,n Tk+2,n 4 2
/ f]z\f(w)dx = / szv(x)dx < / ldz = Tk+2n — Thkn = ﬁ = —
0 Tk

n
n Tk,n 2

bulunur. 1 < N i¢in fy = fon fonksiyonunun grafigi agagidadir.

O halde N (= 2" + k) — +o0 i¢in g.y.k. n — oo oldugundan (neden?), sonugta 0 < limy_,o || f~ — O,

= limy, o0 || ], <limy oo % = 0 yani limy_, || fn — 0||, = 0 sonucu bulunur. Oysa apagik bicimde,
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pi:,n)

1 2 |
kl 1 }Ic
— P &
2”(

L

]
2

Sekil 2:

Ik,n = [T’k,n, 7’k+2,n} yazilirsa

1N = Ollsup = 1N llsup = SUPzefo,1) [N ()] = maxger, , fn(z) =1

her N € Nigin gegerli oldugundan, limy_.« || fx — 0|, = 1 bulunur, bitti!

sup

Uyar1 1: Yukaridaki { fx } %, siirekli fonksiyonlar dizisinin

1 1
lim / fY(x)dz =0= J\;im / fn(x)dx
0 —Jo

N—oo

gerceklemesine kargin, higbir = € [0, 1] icin { fn () }%—; gergel say1 dizisi yakinsayamamaktadur, ¢iinkii
limfy(z) =0 < 1 =limfy(z), (Vz € [0,1])

gergeklenir, ¢linkii her n > 4 igin fon (), fon11() ..., fony(2n_1)(x) gergel sayilarindan en az birisi 0 ve

en az birisi ise 1 olduguna dikkat ediniz, ¢iinkii x € [’2“—,”;, szfl] olacak bicimde bir 0 < k, < 2" var ve

boylelikle fon g, (z) = 1, buna karsilik = ¢ [0, %] nedeniyle, en az bir i, < 2k, — 2 i¢in foni, () =0
olur. Dolayst ile { fx(x)} 7, dizisinin sonsuz tane terimi 0 ve sonsuz terimi ise 1 ve ayrica apagik bicimde

0< fn(z) <1, (VN € N) olmaktadir, istenilen iddia elde edilir. Siz, C|a, b] vektor uzayinda

b
Jim / @) — f(@)|dz =0 ve Va € [a,b] igin lim f,(x) < T fu(x)

n—oo
kosullarinin ikisini de gercekleyen { f, },- , dizisi ve f elemanim tanimlaymiz. Demek ki timlev normuna
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gore yakinsama, noktasal yakinsama sonucunu vermeyebilmektedir. Bu, tiimlev normunun gii¢siiz yanlarindan

birisidir.

Yukarida tanimlanan i¢ carpim ve tiimlev normu arasinda agagidaki iinlii ve yararli bagint1 gegerlidir:

Cauchy-Schwarz Esitsizligi: Vf, g € C[a,b] i¢in |(f, g)| < |||, lg]l; Ger¢ekten || f||, = 0 yada ||g||, = O

iken (f,g) =0 = Hth |||, olur, s6zgelimi || f||, = O ise, biraz 6nce gozlendigi gibi f(z) = 0 (Vz € [a,b])
b

nedeniyle (f, g) /f x)dx = /O.daf = 0 bulunur, simdi hem 0 < || f||, hem de 0 < ||g||, olsun. Bu

durumda, her x,y € ]R icin zaten zy < < 1 (x + 9 ) oldugundan

@) lo@)] _ '
17 Tigll = 2”f”2 F@)P + = 1g(@)|* (Vo € [a,8])

0<
2|lgl?

b b
bulunur, her iki yanin tiimlevi alinip || f ||? = / fA(z)dx = / | f(z)|? nedeniyle
a a

b
1 2
dx =
7T, ugut/ ool de < e / @ do+ s / o) da

b
yani / F(@)llg(x)| dz < [|£1], 9], ve boylece istenen

a

=1

N =
N | —

b b
(frg)] = / f(@)g(a)dz| < / F@)lg(@)] dz < | £1], I,

sonucu elde edilir. Bu sonug kullanilirsa asagidaki kanitlanir:
Onerme :
Eger lim ||f, — f||, = Oise, her g € C[a,b] icin lim (f,,g) = (f,g) gergeklesir.

n—00 Nn—00
ispat: 0 < |(£u. 9) — (£, )| = |(fu — £ 9)| < |l = £l - gll, = 0
Odev: Hem lim ||f, — f||, = O hem de lim | g, — g||, = Oise lim (f,, gn) = (f,g) olur, gosteriniz.

n—oo n—oo n—oo

Tamm 1: Cla, b] kiimesinde f ve g elemanlarina ancak ve yalmiz (f, g) = 0 kosulunu gerceklerlerse (daha
genel olarak iizerinde bir i¢ carpim islemi tanimlanmig herhangi bir X vektor uzaymda (1, z2) = 0 kosulunu
gercekleyen x1,x9 € X vektorlerine) dik elemanlar (dik vektorler) denir. Sifir sabit fonksiyonunun tiim
[ € Cla, b] elemanlarina dik oldugunu gozleyiniz. Ote yandan Cla, b] vektor uzayinda bir {g,, } o>, dizisine,

ancak ve yalniz

i)Her n € Ni¢in g, # 0, di)n # mic¢in (g, gm) =0

kosullarini gercekliyorsa bir dik dizi denilir.
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Herhangi bir f € Cla, b] elemant i¢in

cn—<f’g">eR (Vn € N)

- 2
lgnll;

gercel sayilarina f in bu diziye gore tamimlanmis Fourier katsayilart denilir. Bu katsayilarin her n € N i¢in

b

olduguna, paydanin kesinlikle pozitif bir say1 olduguna, ¢iinkii her n € N i¢in g,, # 0 nedeniyle, g,,(z) =
b

0 (Vz € [a,b]) olmadigindan giriste anlatilan gerekgelerden otiirii 0 < / |gn()|? dz bulunacagina dikkat
a

ediniz. Bu katsayilar i¢in asagidaki inlii sonug gegerlidir.

b
Teorem 1: 5° [enf? g} < 171 = [ 1f(0)[*de (¥F € Cla.b)

Not : Burada yazilan esitsizlige Bessel Esitsizligi denilir.

o n
Ispat: Her n € Nicin s, (x) = > cxgr(x) (Yx € [a, b]) bigiminde tanimlanan kismi toplam fonksiyonlari-
k=1
n

nm, s, = Y, ¢,gx nedeniyle
k=1

0<If=salf = (f = snf—sn) = () —2(f.s0) + (S0, 5n)

= I —2(f, sn) + |50l

ve her bir ¢ # k i¢in (gx, g;) = 0 ve k = i i¢in (gx, ¢i) = (K, gk) = ||gk||f ve boylelikle her bir £ indisi i¢in

n n
(9K 8n) = <gkvzci9i> = cilgr 9i) = ck llgull}

i=1 i=1

olduguna dikkat edip, her n € N icin

n n n
snll? = (5n 50) = <chgk,sn> =3 et {girsa) = 3 lgull

k=1 k=1 k=1

<f7 Sn> = <f7zckgk> = ch <fagk> = Zci ||gk||t2
k=1 k=1 k=1
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bulunur ¢iinkii her k indisi i¢in gecerlidir: Boylelikle
(f,9k) = cx llgxll;

n n n

2 2 2 2 2 2

0<|If =sally =111} — 22% llgelly + ZC% lgely = IF1I7 = ZC% llgx Iz
k=1

k=1 k=1

kisacast Z A lgrll? < 1117 (vn € N) bulunur, bu isteneni kolayca verir.
Uyarllar 2
1) Eger {gy },- dik dizisi uistelik ||gn||, = 1 (Vn € N) kosulunu da gergeklerse, ancak bu durumda, birim

dik dizi adini alir. Bu durumda Fourier katsayilarinin ¢,, = (f, gn) (Vn € N) olduguna ve Bessel Esitsizliginin

0o b
lea? < [ 1f(2)]? da
Yo |

bicimine geldigine oOzellikle dikkat edilmelidir. Matematikte

ly = {{gvn}zoz1 eC¥:(0<) Z 2| < —i—oo}

n=1
diziler kiimesi en tinlii Banach Uzaylari’ndan birisidir ve herhangi f € Cf[a,b] elemaninin, herhangi bir

birim dik diziye gore tanimlanan Fourier katsayilar1 dizisinin, boylelikle

{Cn} -1 € 62

gercekledigi anlagilir.

2) Fourier Serileri Teorisi, aslinda temel olarak, bir f € Ca, b] hangi siradis1 niteliklere sahip oldugunda

i) Va € [a, b] igin ni Cngn () ( > . gn2> gn( )) € R,

=1 ol
i) 55 cugn = 3 L0, € )

n=1 Hgn”t
i) Tim | f— 3 <f’g’“> ,
wse |17 2 gl
iv) f= 5% I i f(2) = 5 enga(a) (Ve € [a,B)
Z gl =

kosullarin1 gergekledigini, ayr1 ayr1 belirlemeyi gorev edinir. Ornegin, asagidaki Teorem 3’ te

Jzg € [a,b], i

2 gn(z0) € R
olabildigini 6rnekleyen f € Cfa,b] elemanlarin var oldugu anlagilacaktir. Bu ve benzeri sorulari ¢ozmek
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icin 1850-1900 yillar1 arasindaki ¢abalar sonucunda bulunan kavram ve yontemler Fonksiyonel Analiz’in
temellerini olusturmustur. Bu teorinin temel gozlemlerini 1807 yilinda Fransiz fizik ve matematikcisi Jean
Baptiste Joseph Fourier bulmustur.

3) Uygulamalarin agik bi¢imde gosterdigi gibi, R cisimi iizerinde C'a, b] vektor uzayi yerine PC/a, b] hatta
PC|—mr, m| vektor uzayi ile ¢alismak daha akillicadir. PC'a, b] vektor uzayi, [a, b] araliginda tanimhi gercel
degerli ve parcal siirekli (piecewise continuous) olan tiim fonksiyonlardan olugur. Bilindigi gibi bir f :
[a,b] — R fonksiyonuna, ancak ve yalniz, bir xy € [a, b] noktasinda, asagidaki kosullar1 gerceklerse, xg
noktasinda, birinci tiirden siireksizligi vardir, denilir:

i) f(wo—) € Rve f(zo+) €R

i) ya f(zo—) # f(wo+) yada f(zo—) = f(zo+) # f(20)

Buna karsilik f(z9—) sol limiti (ya da f(zo+) sag limiti) bir gercel say1 degilse, kisacas1 f(xg—) = —o0
ya da f(xop—) = oo (ya da benzerleri f(zo+) icin gegerli ) ise, zg € [a,b] noktasinda f fonksiyonunun
ikinci tiirden siireksizligi vardir denilir. Sozgelimi f(0) = 0, f(z) = 1 (Vz € (0,1]) bigiminde tanimlanan
f icin f(0+) = o0 ve benzer olarak g(1) = 0, g(z) = In(1 — z) (Vz € [0,1)) biciminde tanimlanan g
icin g(1—) = —oo gergeklestiginden, bu fonksiyonlarin sirasiyla = 0 ve = 1 noktalarinda ikinci tiirden
siireksizligi vardir. Buna karsilik f(z) = [z](Va € R) fonksiyonu, her bir k € Z tamsayisinda f(k—) = k =
f(k) < k+ 1= f(k+) gerceklediginden birinci tiirden siireksizlige sahiptir. Buna karsilik

2?2 zel0,1]
Fz) =
x+1 ze(1,2]
fonksiyonu i¢in F'(1—) = F(1) = 1 < 2 = F(1+)gergeklendigi i¢in, F' fonksiyonunun [0, 1] araliginda
x = 1 noktasinda birinci tiirden siireksizligi vardir. Bir f : [a,b] — R fonksiyonuna, ancak ve yalniz [a, b]
araliginda hig ikinci tiirden siireksizligi yoksa ve yalnizca bu araligin sonlu tane noktasinda birinci tiirden

stireksizligi varsa, [a, b] araliginda parcal siireklidir denilir. Asagida bu tiirde fonksiyon 6rnekleri verilmek-

tedir.

Onerme 3: f,g € PC|a,b]ise o, 3 € R ne olursa olsun o.f + 3g € PC[a, b] olur.

Ispat: f fonksiyonuna 21, xs,...,x, € [a,b] noktalarinda g fonksiyonunun ise &1, o, ..., &, € [a,b] nok-
talarinda birinci tiirden siireksizlikleri varsa, bunlardan farkli her noktada af + (¢ fonksiyonunun siirekli
olduguna dikkat ediniz. Buna karsilik x1, ..., €, &1, ..., &, noktalarinin hig birisi 6rnegin x; noktasi a.f 4+ Sg
fonksiyonu i¢in kesinlikle ikinci tiirden siireksizlik noktasi degildir, clinkii nh—{%o an, = x1 gercekleyen her

lim g (ay) = ¢ gergel sayilari iyi tammlidir (neden?). Dolayisiyla « f + g fonksiyonunun [a, b] araliinda
n—oo
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Sekil 3:

hi¢ ikinci tiirden siireksizligi yoktur ve olasi sonlu tane nokta diginda [a, b] arali§inda hi¢ ikinci tiirden siirek-
sizligi yoktur ve olasi sonlu tane nokta disinda [a, b] araliginda her yerde siireklidir, bu ise o f + 89 € PC|a, b]

sonucunu verir.
Uyarilar 3:

1) Riemann tiimlevine iliskin bilgimiz, her f € PC|a,b] fonksiyonunun [a, b] aralifinda Riemann integ-
b

rallenebildigini sdylemektedir, bkz. Analiz Dersleri, dolayisiyla her f € PCla,b] igin / f(z)dz € R iyi
a

tanimhdir. Fakat f(1) = 1, f(z) = 0 (Vz € [0,3) U (3,1]) biciminde tammlanan f € PCI0,1] igin o
1

derslerde, f = 0 olmamasina kargin / f(z)dx = 0 gergeklendigi kanitlanir, gercekten € > 0 ne olursa
0

olsun, f fonksiyonunun [0, 1] araligmmn uygun bir {zq (¢),z1 (¢),...,x, (€)} parcalanisina karsilik gelen

St (x(€),...,xy ()) list Riemann toplaminin

Sp(xo(e),nmn (€)= Y UI).sup f(Iy) <&

0<k<n
gercekledigi kanitlanarak (burada her 0 < k£ < n indisi i¢in I}, = [xg_1 (€),xk (€)) ve (1) = i () —

x—1 (¢) olarak tanimlanmaktadir ) sonugta, agagidaki supremum ve infimum [0, 1] araliginin tiim pargalanig-
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lar1 iizerinden alinmak iizere

0< sup sp(zo(e),..,zn(e)) < inf Sy(zo(e),....,zn(e)) =0

{xOn--’In} {x()v--an

ve boylelikle | f(x)dxz = 0 sonucu bulunur. Tiimiiyle benzer bigimde

O\H

g(x) =0(Vx € [a,b] — {z1,...,zn}) ve g(x1) = 1, ..., g(xn) = ¢
b

biciminde tanimlanan g € PC|a,b] igin / g(z)dr = 0 kanmitlanir. Simdi eskiden oldugu gibi, herhangi

fyg € PCla,b] i¢in

b

(f.9) = / f(@)g()dz (€ R)

a

b
yazilirsa, f # 0 oldugu halde (f, f) = / |f(x)]*dz = 0 gercekleyen f € PCla,b] elemanlariim var

oldugu anlagilir (nasil?). Bu nedenle, bu yeni i¢ carpima sozde i¢ carpim ve || f||, = +

gercel sayisina da sozde tiimlev normu denilmelidir, oysa pek ¢cok matematik¢i bunlar igin s6zde sifatini
kullanmadan, bunlara i¢ carpim ve norm demektedir.

2) PC[—m, ] vektor uzayinda, en iinlii dik dizi olan ve her x € [—m, 7] ve her n € N igin

vo(x) =1, pp(x) = cosnx, Y, (x) = sinnz

biciminde tanimlanan { g, @1, ¥1, 2, V2, ...} ile ilgilenelim. Bilindigi gibi f € PC[—m, 7| fonksiyonuna an-
cak ve yalmiz f(—z) = — f(z) (Vo € [—m, 7]) kosulunu gerceklerse tek fonksiyon, ancak ve yalniz f(—z) =
f(z) (Vx € [—m,7]) kosulunu gerceklerse (;ift fonksiyon denilir ve f tek fonksiyon ise, z = —t degisken do-

0 s
nii§iimiiile/f(x)dx:—/f(t) /f dmoldugundan/f dﬂc—/f d:c+/f
buna karsilik f ¢ift fonksiyonsa / flx / f(x)dx ve boylece / f(z =2 / f(x)dz olur, ay-
0

rica f ¢ift g tek ise f.g carpimi tek ve ve boylece / f(x)g(x)dx = 0 bulunur. Bu gozlemler nedeniyle

-
{©0,¢1, 11, p2, 1, ...} dizisinde, farkli indisli herhangi iki itye PC|—, 7| vektor uzayinda birbirine diktir,

yani
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n 7é m ise <90n790m> = <90na'¢m> = <¢nﬂ/)m> =0

olur, ¢iinkii @ € R sabiti ne olursa olsun g(x) = cos ax fonksiyonu cifttir ve h(x) = sin ax fonksiyonu tektir,

sonucta

™ T

(Pns Ym) = /cos nx sinmadz = 0 ve ayrica (pn, om) = /cos nx cos mxdx

—Tr —T
s

[ cos(n—m)x+cos(n+m)r ,  sin(n—m)z
N / 2 de = 2(n —m)

—Tr

olur, ¢iinkii iyi bilindigi gibi her k € Z i¢in sin k7 = 0 = sin k (—) gegerlidir, benzer bigcimde n # m ise

(Yn, Ym) = /sin nx sin mxdr = / cos(n _ m)a: g cos(n + m)z =0

bulunur. Buna karsilik, her n € N icin

s

1 2 2 in2nz "
H%@H? = /C082 nrdr = / de = g + sm4nnx

=T

-
—T —T

bularak ||, ||, = /7 ve ||¥n|, = /7 ve [|¢oll, = V27 elde edilir. Herhangi bir f € PC[—m, ] i¢in, bu

elemanin bu dik diziye gore Fourier serisi

<mm+i<w@¢ “WMQ

2 2
lpolly 7= \ llenlli [l

olup yukaridaki bilgilerle

*_<f7(p0>_i r
a“wmﬁ_%[ﬂ”“

ve her n € Nicin

(s on) _ /f )cosnzdzr by, /f ) sin nxdx
lenll? Wn”t K

an =

o0
olmak iizere, bu seri daha agik bi¢imde ajwo(x) + > (anen(x) + by, (z)) olarak yazilir. Fakat a,, ve ag
n=1

degerlerinin uyum gostermesi kisacasi ag katsayisinin n = 0 icin a,, = % / f(z) cosnxdx degerine esit

—T
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olmasi istenir, boylelikle yeni a( olarak

_i/wf(:c)dx

alinirsa <Hf’ 80”0 = / flx = % bulunacagindan yukaridaki seri
®o t

50 i_o: (an, cosnz + by, sin nx) )

olarak yazilir. Fakat Uyar 2.2) i¢inde belirtildigi gibi, bu trigonometrik fonksiyon serisinin f € C[—m, ]
oldugunda bile her =z € [—m, 7] igin yakinsamas1 gerekmedigi gibi, bu seri bir 9 € [—m, 7| i¢in yakin-
sadiginda, yakinsadigi (toplam degerinin) f(xo) olmasi gerekmez! Buna kargin Dirichlet’nin asagidaki ¢ok
kullanigh teoremi gecerlidir.

Teorem 2 (Dirichlet Teoremi): Eger f € PC[—m, 7| elemaninin (fonksiyonunun) tiirevi, [—7, 7] araliginda
sonlu nokta diginda parcal siirekliyse, ozel olarak f' € PC[—m, 7] ise ve f fonksiyonu 27 periyoduyla
periyodik ise (1) toplaminin degeri, her = € (—, 7) i¢in agsagidakidir,

flz=) + f(z+)
2

ayrica su esitlikler gecerlidir:

f((=m) +) + f(z—)

fFm) = )

Kamtlama: Ilerde Onerme6’dan sonra verilecektir.
Ornekler 1:
1Y)

—1; x € (—m,0)

f(z) = 0, z=—-mer=0z=m

1; (0,7)
fonksiyonunun Fourier agilimini bulunuz.
Coziim: Bu fonksiyonun apacik bigimde zg = —m, 1 = 0, 9 = 7 noktalarinda birinci tiirden siireksizligi
vardir, bu bir tek fonksiyondur, yani her x € [—m, 7] i¢in f(—x) = —f(x) gercekler ve birinci tiirden

siireksizlik noktalarinin disinda her yerde tiiretilebilirdir, kisacas1 Dirichlet Teoremindeki tiim kogullar1 yerine
yerine getirir. Bu tek fonksiyonun Fourier katsayilari, her n > 0 igin a,, = 0 ve her n € N i¢in f(z).sinnz

cift fonksiyon oldugundan
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s

1 z 9 T , .
B / f(w)sinnedz = /f(x) sinnzdr = — /Sinnxd:p = M
T o -
g /

nm
0

[ 2 4
ve sonugta b, = + / f(z)sinnzde = —.(1—(—1)") (Vn € N) nedeniyle by, 1 = ———— ve by, =0
™ nm 2n—1)m

—T
bulunarak, istenen ac¢ilim

S

2 sin ((2n — 1) )

nz:l (2n —1)

flz=) + fla+)
2

f(0—) = hrél_f(l’) = —1ve f(0+) = 1 ve sonugta f(0) = 0 = %(f(O—) + f(0+)) bulunur. Eger f

fonksiyonunun tanimini 27 periyotlu olarak tiim R kiimesine genisletirsek f nin grafigi asagidaki sekilde

gercekler, sozgelimi

olarak belirlenir. Fakat f fonksiyonu her x € (—m,7) i¢in f(z) =

cizilidir:
0 o 0 0o o o
- -;ﬂ -;L. - - —?z ™
o—0 o o o o—
Sekil 4:
Kolayca her x € [—m, 7] i¢in f(x) = =) —; fat) bulunarak Dirichlet Teoremi nedeniyle asagidaki

sonuca ulagilir:

fa) = % Z sin(((jln—l:;)x) _ % <SiIll.’E N sing?)m N Sin55x N > (Va € [—, 7))

4 3
Bu serinin kismi toplamlarinin grafikleri sayfa 118 de ¢izilmistir 6rnegin, birincisi sa(z) = — <sin T+ s1r13 x>
0

grafigidir.
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Sekil 5:

Sekil 6:

Sekil 7:
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Ozel olarak = = g € (0,7) C [, 7] icin tstelik sin ((2n ~1) g) = (~=1)™*" (Vn € N) bilgisini kulla-

nirsak

ve sonugta linlii Leibniz bagintis1 olan

] n+1 o0 n
m —1 —1 1 1 1
f:§ (7)25 u:1_7+,_,+m
4 = 2n —1 n:02n+1 3 5 7

elde edilir, buna kargilik x = % noktasindaki acilimdan ve ayrica

M]ﬁ

=) =

sin((2n — 1) 1

I
—
|
—_
~—
IS

(Vn e N)

bilgisinden yararlanilirsa agagidaki sasirtic1 bagintt bulunur:

1%)
m;, x € (—m,0]

z; x € (0,m)

Bu fonksiyonun periyodik yapilmig grafigi asagida cizilidir: Dikkat edilirse

AV aaye

dn 3n 2n Sl 0 n n 3n
1 /9 1 /7 1 T /
an (f) = 77/ m.cos (nz) dz + 7[‘/0 x.cos (nz) dr = 0 + g z. (sin (nx)) dx
m 1 (=) —1
=—— [ sin(nz)dx = o8 (n;r) = ( >2
nm Jo n2m n2m
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boylece agy, (f) =0, agn—1 (f) = ﬁ bulunur. Benzer bi¢imde

1 0 1 [ ,
=— m.sin (nz)de — — [ z.(cos (nx)) dx
™ J)_x nm Jo
cos(nm)—1 mcos(nm) 1
n nt n

ve ap (f) = 2T bulunarak , her z € (—m, ) igin

fl+)+flz—) 37 2 Zcos((2n —1)z) =sin (nzx)
2 TR (2n —1)2 >

ve boylece x = 0 i¢in hesaplanip su iinlii agilim bulunur:
2 o0

m 1 1 1 1
8_n221(2)2_12+32+52+"'

2) Her x € [—m, 7] igin f(z) = |z| biciminde tanimlanan ve apagik bi¢imde ¢ift olan fonksiyon f €

C[—m,n] € PC[—7, ] gergekler ve x = 0 nokta51 diginda [—, 7] arahglnda her yerde tiiretilebilirdir ve

2
Fourier katsayilari, her n € Ni¢in b, = 0, a,, = / f(x) cosnxdr = — / x cos nxdx

T
- 0
s
2 | zsinnz|™ / p ( 3 2 (~1)" 1)
= — — — [ sinnzdx| = cosnmw — — ((— —
T n .n 2 n2m
0
— 2
nedeniyle a9, = 0 ve ag,—1 = W ve ayrica ag = — / xdxr = m bularak istenen a¢ilim Dirichlet
n — T T
0

Teoremi nedeniyle asagidaki gibi elde edilir.

—~ (2n-1)?
Grafikler asagidaki Sekil 6’daki gibidir
4 o0
Ustelik z = 0 igin — = — > 5 ve dolayisiyla, tinlii
2 oo oo
T 1 1 1 1 1
o = = g =Sttt
2 2
8 ‘= (@2n-1)7 = (2n+1) 32 52

bagintisi elde edilir.
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Sekil 8:

3) Her x € (—m, ) iin asagidakini gosteriniz:

00
SIII nx cos nx
2 : n-l—l ’ n + 4. § : n

Ornegin birincisi igin f(—7) = 0 = f(x) ve f(z) = |z| (Vz € (—m, 7)) fonksiyonlarinin Fourier agilimlarini
bulunuz.

4) Her x € (—m, m) i¢in agagidakini gosteriniz:

o0
p_ e (1 &

cosnx — nsin na:))

burada

axr

Py (asinbz — bcos bx)

a® + b=

/e‘m cosbadr = — (acosbx + bsinbz) , /e“m sin bxdx =

kullanin.

5) Her x € [—, 7| i¢in gosteriniz:

| cos x| i¢in agilimi siz bulunuz.

126



6) Her « € [—m, 7| i¢in gosteriniz:

1y COSNT

(m —z) (7 + —+4Z

(Dikkat: Yukardaki 3)’den yararlaniniz!).

7) f fonksiyonu

ise gosteriniz. f(z) = —23°7°, S22 Byradan elde ediniz:
> sinnx T
<z Vo € |—7, ).
S T (e om))

n=1

8) f fonksiyonu

f(z) = % Z (2_711_1 cos((2n — 1)x) (Vz € [—m, 7))
n=1

ise gosterin:
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oo
n=0 (o H)Q elde ediniz.

Bu agilimdan yararlanarak - = 3

10)
0 ;ze[-mm0)]ver=m
fz) =
2?2 ;x €0,
ise gosterin:
2 0 n n n
2(—1 2((-)" -1 -1
f(x):7r6—|—nzzjl( (n2) cosnx + ( « 7%3 )_W(n) )sinnx) (Vz € (—m,m))
Bu agilimdan yararlanarak 75 = "> (o)l bagntisini bulunuz.
) Asagida yer alan Ek Bilgi’de verilen bilgilerden yararlanarak gosterin
t 1 ! za: VaeR—-12Z)
cotax = —(— o —
Y a —n? - a2
ve ozellikle, her m € N icin cot((m + 1)7) = Z?rf((((;t:ﬂ)é)) = 7 nedeniyle Teorem3’iin kanitlamasinda
kullanacagimiz yararli bagintiy1 elde ediniz
= 2(m —|— l)
— Z 2 iz (meN)
+t3 O +3)

2

=) () () -

Ek Bilgi: Boliim 1°de elde edilen ve her « € R i¢in gegerli olan su tinlii Euler Ozdesligi
2

o0 2
: x
St = ‘T‘nI_Il <1 - n27r2> -7 <1 1272 2272

dikkat edilirse agagidaki bicimde Fourier A¢ilim bilgisiyle kolayca elde edilebilir. Oncelikle a ¢ Z ne olursa

(2 Dl 5 COS n;v)) (Vz € [—m, 7))

olsun

( ) 2a (
cos (ax) = — sin (
2
T 2a n:ln

(1)

acilimii gozlemek kolaydir, ¢iinkii f () = cos (az) fonksiyonu [—7, 7] araliginda kendisi ve tiirevi siirekli
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olan bir ¢ift fonksiyon oldugundan, her n € Nigin b, (f) = 0 ve

an(f)—7];_/07r2008<a1‘)-COS(n1')d$—71[_(/Oﬂ-COS((n-i—a).%')dx—i-/oﬂ-cos((n—a)x)dx)
_ 1 (sin (nm + ar) N sin (mr—cmr))
Q n+a n—a

n—+a n—a

sin (ar) (_1)n< 1 1 > 2asin (am) (—1)"

T T ‘n2 —q?

ve ag (f) = 2 sin (ar) kolayca hesaplanarak yukardaki (1) agilimi bulunur.

Boylece a ¢ 7Z yerine t ¢ 7 degiskeni yazilarak ve x = 7 alinarak kolayca
1 = 2
(2) m cot (t) — - = Yo (V¢ D)

t2 _ TL2
n=1

bulunur. Sag yandaki seri 0 < a < 1 olmak iizere [—a, a] kapali aralifinda diizgiin yakinsak oldugundan

0 < e < z < 1 olmak iizere, sol ve sag yan [, x] & [—x, x] araliginda terim terime tiimlevlenerek ve

. /j cot (t) dt = In <lei E::g)

n=1

gercegi kullanilirsa

ve € — 0 i¢in limit alinirsa, kolayca 0 < z < 1 igin,
sin (mz) > n? — x? i z?
ln< — >:Z::11n( 3 =In 1_ﬁ

oo
bulunur. Dikkat: Her 0 < a < li¢inIn (1 —a) < In(1 + a) < a gozleyip gerek Z In (1 - ﬁ—i) ve gerekse
n=1

oo
Z In (1 — Z—i) Serileri Weierstrass-M Olgiitii ile [—1, 1] arahginda diizgiin yakinsadiklarindan, yukarda

r~ —n > 2
51—1>r(l)l+zln<52—n2> Z(sgr(l)l“'ln(EQ—nQ)) Zln <1_>

n=1

yazilabilmistir. Boylece

(3) sin (1z) = mz. H (1 - > (Vx € (0,1))
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bulunur. Kolayca (3) esitliginin herbir = € [—1, 1] i¢in gegerli oldugu gozlenir. Aslinda bu esitlik her x € R

icin gecerlidir, ¢iinkii her n € N ve her € R i¢in tanimli olan

- z? )"
pn(l’)=7‘(’$.H<1—k2>:( D (z—n)..(z-1z(x+1)..(x+n)
k=1

polinomu dikkat edilirse

(4 n+1)(z+n+2)
Pnt2 () = Y p— pn ()  (Vn € N,Vx € R)

gerceklendiginden n — +oo icin limit alarak su sasirtici esitlik elde edilir:
=7z, 1—-— i 2) =
9@ =] (1-%) s g+ =g@

Boylelikle sin (1) = g (=) yani (3) esitliginin gercekten her x € R i¢in dogru oldugu ¢ikarsanir, 6rnegin (3)

esitligi (—1, 1) aralifindaki her gergel say1 igin dogru ve
Vz e (1,3) , e (—1,1) , 2 =& +2

boylece sin (wx) = sin (27 + 7€) = sin(7&,) =g (&) = 9(&x +2) =g (x) = wx.ﬁ (1 — Z—z) bulunur,
buysa isteneni verir. "

Evet, simdi sirada agagidaki sagirtict sonug gelmektedir:

Teorem 3: Fourier serisi bazi noktalarda iraksayan 27 periyotlu siirekli fonksiyonlar vardir.

Ispat: Once gerektigi icin sunlari hesaplayalim: her & € N ve n > 0 icin

r 1 r 1 1
Ak,n:/Zsin<<k‘—|—2> m) cosnxdwz/[sin((k:—{—Q—l—n) :r>+sin<(k+2—n> m)] dx
0 0
_1—Cos((2n+2k+1)g)+1—cos((2k—2n+1)g)
B k+3+n k+3—n
1 1 2 (k+3) >0 ;n<k
t3tn +t3-n (k+3) —n <0 ;n>k

olur, kisacast Ay o, Ay 1, ..., Ay i, rasyonel sayilar1 pozitif, buna karsihk Ay 41, Ag k42, ... rasyonel sayilari

hep negatiftir ve yukardaki son 6devden
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Aro > 1 > 2(k+ 4 1 e 2(k+1
SN R K D Gt ) IR e LR VY
esitlikleri her k£ € N i¢in elde edilir. Dolayisiyla bu son yakinsak serinin kismi toplamlari i¢in

A
Skm = ’“0 + § :Akn>o(wc m € N)
oo
=04 3 Ak =0
=1

< S 1, olur (neden?) ve iistelik lim Sy ,,
n—oo

bulunur, ¢iinkii zaten 0 < S, 1 < S 2 <

= lim Sg

nedeniyle
>0=
m— 00

Skk+1 > Skkr + Ak kre = Sk k2 > -

Skt > Sk + Apor1 =
olmaktadir, kisacas1 gercekten her k,m € Nigin Sy, ,, > 0 bulunur. Ozel olarak, her k € N

k k 1 k 1
> Apn > >
+§_: o Z:k+l—n Zk—i—l—n
n=1 n=1 2 n=1

Aro
-
ki 5

ve
k
> > Ink

1
skk>zk+1_n:§_;z>;m<
k k 2
-2)

kE+1
bulunur, ¢iinkii her x € R igin /n(1+2z) < x oldugundan kolayca >_ ¢n <1 + ) =In ( —]: -
i=1 -

In(k + 1) > ¢nk gozlenir. Bu gerekli gozlemlerin ardindan, simdi

oo sin <<2n3 i 1) |2‘) (Vo € [-m, 7))

f(m)zz n2

n=1
bi¢iminde tanimlanan fonksiyonu gézoniine alalim. Toplananlar siirekli ve sozii edilen fonksiyon serisi [—, 7]

araliginda mutlak ve diizgiin yakinsadigindan (Weierstrass M-ol¢iitiinii uygulayin) f fonksiyonu siireklidir.

apacik bicimde ¢ift fonksiyondur ve her n € N i¢in
o sin <(2k +1) ‘;')
f(z)cosnx = Z 12 cosnz (Vx € [—m,7])

k=1
fonksiyon serisi de, sozii edilen aralikta diizgiin yaklnsar boylelikle terim terime integrallenebilir. Her n > 2

2
-7 oldugundan

icin 2"° + 1 dogal sayis1 4N + 1 biciminde ve Z =3
n=2"T
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o sin (27" +1) 2
TR ITENS vl e TENS

n

bulunur. f fonksiyonunun tanimi 27 periyotlu olarak [—7, ] araligmin digina genisletilir. Boylelikle f fonk-
siyonu, tiim R kiimesinde siirekli olan 27 periyotlu bir fonksiyon olur. f fonksiyonunun x # 0 gercekleyen

gercel sayilarda tiiretilemedigini, clinkii

o 8 T+ h) o n3 x 0o [om
Z sin ((2 + 1) 5 / s ((2 + 1> 2) _ Z (2 o 12; coS énf = wraksak
n=1

n=1

gerceginin, herhangi bir x > 0 i¢in gecerli oldugunu goézleyiniz. Apaciktir ki bu ¢ift fonksiyonun Fourier
o0

serisi @ 4+ > a, cos nx olup, bu seri i¢in = 0 noktasinda
n=1

o o
% + nz:l an cosn.0 = % + nz:l an = waksak (%)

gerceklesir. Gergcekten, her n € N igin

T T 0 1 T ‘ y .
Ty = /f(a:) cos nxdr = Q/f(a:). cos nxdr = ; e /2S1H ((2 + 1) 5) cos nxdx
-7 0 = 0

ve dolayisiyla

oo

1
an = Z mA2k371’n (Vn 2 O)
k=1

bulunarak, (x) serisinin kismi toplamlari i¢in, her m € N i¢in agsagidakiler elde edilir:

ap & 01 Ay X1 — 1
Sm = ? -+ Z:lan = kZ:l WT + kzl WA2k3_1’1 + ...+ ; WA2k3—17m
n= = — =

o
1| Agsig
:Zm T’+A2k371,1+'“+A2k371,m
k=1
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o

1 1
= Zrk;52k3_17m > rk;282k3_1>m
k=1

clinkii pozitif terimli yakinsak bir serinin toplami, her teriminden biiyiiktiir, 6zellikle Ink < S, (Vk € N)

sonucu kullanilirsa, boylelikle

1 m2*-1 k3 _1In2
82k371 > m52k3,172k3,1 > 7-rk2 = kz p (Vk N)
12
s > k. (;) (Vk > 2)
T

bulunur. Demek ki f fonksiyonunun = = 0 noktasindaki Fourier serisinin {s,, }°°_; kismi toplamlar dizisinin
sinirli olmadigr ve dolayisiyla yakinsak olmadigi anlagilir, bu istenendir. Siz tiimiiyle benzer hesaplamalarla,

1 < « < 2 sabiti ne olursa olsun

- sin<<2” +1) |§) (

— Z — Vr € [—m,m))
n=1

fonksiyonunun siirekli oldugunu, 27 periyotlu genislemesinin benzer nitelikte bir fonksiyon oldugunu; hatta
3 > 1 sabiti ne olursa olsun, bu tanimlarda kullanilan 3 yerine ms = [3] + 1 dogal sayisini ve paydada n”

alarak benzer nitelikte fonksiyonlar tanimlanabilecegine dikkat ediniz.

Simdi Fourier serilerinin noktasal yakinsama problemiyle ilgilenelim. Once asagidaki gerekli iinlii lemmay1

kanitlayalim:

Riemann-Lebesgue Lemmasi: f € PCla,b] ise @ € R ne olursa olsun agagidaki gecerlidir:

b
lim / f(z).sin(Az +a)dr =0= lim / f(z).cos (A + o) dz

A—=+o0 Jq A—+00

Ispat: A — 00 nedeniyle A € [1,00) alinsin. Siniislii iddiay1 gosterelim, ¢iinkii cosiniislii iddia tiimiiyle

benzer bicimde yapilir. Her A € [1, 00) iginT) = / f(z).sin (Az + ) dr denirse lim Ty = 0ve lim

A—400 A——+00

|T\| = 0 iddialarinin esdeger olduguna dikkat ediniz, Eger f sabit bir fonksiyon yani f(z) = ¢ (Vx € [a, b))

ise kolayca

cos (Ax + ) — cos (Az + ) < 2. |c|

0<|Ty| =
< T3] \ D\

= |c|

b
c. / sin (Az + o) dx

nedeniyle iddia apagiktir, dolayisiyla iddia f bir basamak fonksiyonu ise kolayca elde edilir (nasil?). Simdi

basamak fonksiyonu olmasi gerekmeyen bir f € PC|[a,b] alinsin. f fonksiyonu [a, b] aralhiginda Riemann
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integrallenebilir oldugunda, ¢ > 0 verildiginde, buaraligin uygun bir {z¢ (¢),z1 (€),...,x, (¢)} parcalanist
icin

0< S (20 (&) o (£)) = 57 (20 (&) s o (£)) < 2
olur. Her bir 0 < k < n indisi i¢in I, = [xx—1 (€) ,xk (€)) ve ayrica my, = inf f(Iy) ve My = sup f(Ix) ve

In = [zn-1(€) ;20 () = [Tn-1(¢), ]

g(z) =my (Vo € I,Vk =1,2,...,n)

hz) = My (Vo € I,,Vk =1,2,...,n)

biciminde tanimlanan fonksiyonlar, karekteristik fonksiyonlar yardimiyla (dikkat: iinlii x 4 karekteristik fonk-

1 ;z€A
siyonu bilindigi gibi xy 4 = bigiminde tammlanir.) g = > <, Mk-X1, V€ b = Y 0 p e M. X1,
0 ;¢ A B -

ve g < f < hyanig(z) < f(z) < h(z) (Vo € [a,b]) gergekler, ¢iinkii [a,b] = (Jy_<,, Ik birlesimine kati-
lan araliklar ikiserli ayriktirlar ve herbir z € [a, b] i¢in = € I}, gercekleyen tek bir 0 < k; < n indisi var ve
f(z) € f(Ix,) nedeniyle

g(x) = my, =inf f(I,) < f(z) <sup f(Iy,) = Mk, = h(z)

b
olur, iistelik/ g(x)dx = Zo<k§n my (T, (€) — 2p— () = 55 (x0 () , ...y p (€))

b
Ve/ h(z)dx = St (xo (), ..., xn (€)) ve 0 < f(z) — g(x) = |f(x) — g(x)| (Vx € [a, b]) nedeniyle

b b b
/ (f(z) — g(2)) .sin (e + @) de| < / (@) — g(o)) .do = / (f(z) - g(a)).de
a b a a

< / (h(z) —g(x)).dr =Sy —sf <e
a
b
ve ayrica yukarida gozlendigi gibi ¢ basamak fonksiyonu i¢in /\lim / f(z).sin (Az + ) dx = 0 nede-
—+00 Jq
niyle
dM. > 0,

b
/ g(x).sin (A\x + a) dz| < e (VA € [M,,0))

oldugundan, sonugta her A € [M,, c0) igin
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b b
TA:/ (f(x)—g(m)).sin()\x+a)dx+/ g(x).sin (A\r + ) dz

b

integral degerleri, |T)| < ¢ + g(x).sin (A\x + «) dx

< 2¢ gergekler bu istenendir.

n—-+o0o

1
Sonug: f € PC[—m, ] ise lim / f(z sm<(n+2> )dm:Oolur.

Dikkat: Bu en son sonug, her f € PC[—m, | i¢in, Teorem 1’de kanitlanan iinlii Bessel esitsizliginin

benzerini kanitlayarak elde edilecek olan

ST e+ D) < o IFII7
n=1 n=1

(fson) (fstn) _

esitsizliginden de ¢ikarsanir, ¢iinkii oradaki ¢;, lerin yerine bu kez 5 = Lt on) ve L(fon)
[l I3 ||¢n||t
ve dolayisiyla |c,|* . ||gn||7 sayilarnm yerine 1 [(f, on)|? ve L 11, Yn)|? gelir. O halde hem Z 1f, on)]?
n=1
hem de Z |(f,n)|? serisi yakinsar (neden?), boy]ellkle hm (fyon) =0= hrf (f,1n) kisacasi
n=1 n—+00
lim f( ).cosnzr.dr =0= lim f( ).sinnz.dx

n—-+00 n——+oo

bulunur (neden?). Boylelikle her f € PC[—m, 7| i¢in sunlar bulunur:

lim / f(x).cosnx.singdx:O: lim / f(a:).sinn:z:.cosgdx

n—+oo J_ n—-+o0o _r

¢linkii iki satir iistte bulunanlar, bu kez g(x) = f(x).cos § ve h(z) = f(z)sin § fonksiyonlarina uygulanr,

boylece her f € PC|—m, 7| igin istenen sonug kolayca elde edilir:

nll}rfoo /: f(z).sin <<n+ ;) x> drx =0

oo
Dikkat : E |{f, ©n)| serisini wraksatan f € C[—m, 7| elemanlarinin var oldugu unutulmamalidir.

Onerme 4 f € PC|—p,p| ve uistelik f fonksiyonu tiim R kiimesinde 2p periyotlu ise, her a € R sabiti i¢in

/a ) = /_ Z F(@)de = OQP f(@)da

Ispat: f fonksiyonunun, dncelikle, her € R ve her k € Z icin f(x) = f(x + 2p) gercekledigini ciinkii

sunlar gecerlidir:

tiimevarim kullanip kolayca, her n € N, her € R i¢in f(z) = f(z + 2np) gosterip sonucta f(z — 2np) =
f((x — 2np) + 2np) = f(x) elde edilir. Simdi @ € R aracihgiyla, kg = [%} € Z tam kisim degeri
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2p
tanimlanip, kisalik amaciyla f(x)dx integral degeri T ile yazilirsa, oncelikle © = t + 2kop doniigimii
0
yapilip f(t + 2kop) = f(t) nedeniyle, uistelik 2kop < a < (2ko +2)p < a+ 2p < (2kg + 4)p ve

(2ko+2)p 2p 2p (2ko+4)p
/ f(z).de = f(t+ 2kop)dt = f(t)dt = / f(z)dx =T
2kop 0 0 (2ko+2)p

oldugundan asagidakiler elde edilir:

(2ko+4)p a+2p (2ko+4)p
T = /( f(a:).da::/( f(x).dx—i—/ f(x).dx =

2ko+2)p 2ko+2)p a+2p

a+2p (2ko+4)p (2ko+2)p (2ko+2)p
/ flx)dx = T/ f(:v).d:c:T/ f(x+2p).dac:T/ f(x).dx
( a a a

+2p

(2ko+2)p (2ko+2)p a+2p
/ flx).dx = / f(x).dx + / flx)de=T
a a (

2ko+2)p
bulunur.
Onerme 5: Herhangi bir f € PC[—, rr] elemaninin Fourier serisinin kismi toplamlari, asagidaki Dirichlet

bagintisi’n1 gercekler:

n

sin ((n + %)t)

in t
251112

1 ™
sp(x) = 2 4 (ay cos kx + by sinkx) = = flz+1t).

5 dt (Vx € [—m, 7))
k=1

Ispat: Oncelikle f fonksiyonunun tanimini 27 periyotlu olarak tiim R kiimesine genisletelim. Sozii edilen

Fourier katsayilarinin degerlerini yazarsak

k T 1 (7
agcoskxr = COSTE f(t).coskt.dt = — f(t). cos kz. cos ktdt,
I T ) _x
1 s
bpsinkx = — f(t).sin kz. sin ktdt
7T —T
ve ayrica
o _ L [T f1) 5
7= Tdt oldugundan, sonugta toplam alarak
-
1 [ 1 <
sp(z) = = / f@) =+ Z (cos kx cos kt + sin kx sin kt) | dt
TS 2 k=1

[ s

1 n

3 +Zcosk(t — x)] dt
k=1

bulunur, oysa her y € R icin
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QSing.écosky—kzi:l <sin<(k+;> y) —sin<<k— ;) y>> —sin<<n+;) y> —sin%

n sin ((n+ 1 Y
= % + kzl COs ky = (§y2)) (vy ¢ {07 :F27T, :F47T7 ) :F67T7 })
= 2

oldugundan kolayca

e = & [ s C=),
- L[ ),
= % T;f(u+x)m(§:i:§)u)du
= % _trf(t+:c)m(2(:i:;)t)dt

sin ((n + %) x)
2sin 3
fonksiyonunun 27 periyotlu oldugu gozlenerek bir 6nceki 6nerme kullanilmalidir, gergekten, hem cos (2n + 1) 7 =

istenen sonucu bulunur, burada (*) esitligi yazilirken hem f fonksiyonunun hemde g(z) =

—1 hemde cos m = —1 nedeniyle
sin((n+3z+@2n+1)rw
glr+27) = ( 2) - ( )m)
2sin (5 +7r)
_ sin ((n+3)z).cos(2n+1)m
B 2sin (%) COST
=g(x)
gecerli olmaktadir.
Onerme 6:
T o + 1 t
i / Sl ((n t2) )dt
—r 2sin 5
ispat:
™ si +3)t L R 2 " sin kt
/ —m((n' t2))dt:/ f—l—Zcoskt dt:—ﬂ—i— . =
- 2sin 5 2|2 Pt 2 P Eol_,

Dirichlet Teoreminin Kanitlamasi

Simdi once, teoremin ifadesindeki f € PC[—m, 7] igin,
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f(x) =5 (flat) + fa—)) (Vo e[-ma]) (1)

N

kosulunun gerceklenmesi durumunda bir kanitlama verelim, ¢iinkii f fonksiyonunun bu 6zel kosulu gercek-
lesmesi durumunda bir kanitlama verilebilirse, genel durumda kanitlamay1 basarmak ¢ok kolaydir. Simdi f
fonksiyonu f € PC[—m, 7| ve f' € PC|—m, 7] kosullarini ve yanisira, yukarida yazili (1) kogulunu gergek-
lerse, Riemann-Lebesgue Lemmasinin ardindan gelen sonucu kullanarak, f fonksiyonunun z noktasindaki
Fourier serisinin kismi agilimlarinin nh_)rrolo sp(z) = f(x) gerceklendigini gosterelim. Once f in tanimim 27

periyotlu olarak tiim R kiimesine genigletelim. Dikkat edilirse son iki dnerme yardimiyla

4 sin ((n + 4 & sin ((n + 1
(@)~ f@) = f(ﬂt)gsi:g)t)dt_i fmmdt
- 2 -7 3
1 (7 sin((n+%)t)
- r+t) = f(2) — o —di
2 U - s =
oL flx+1t)— f(x) % o tn 1
B 7T/—7r|: t sing] <( +2)t>dt

_ 717/_7; g2 (1) sin ((n 4 ;)t) dt

bulunur, burada apagik bigimde, en son tiimlev i¢inde koseli parantez icinde yazili fonksiyona g, (¢) denilmig
ve g2 (0) = 3 (f'(z+) + f'(z—)) alinmustir. Amacinz g, in ¢ degiskeninin pargali siirekli fonksiyonu oldu-

e h) —
gunu gostermektir. Oncelikle f ' € PC|[—m, 7| nedeniyle hem f'(z+) = hlim+f($ + })L f(@)
—0

sag limiti

ve benzer bicimde hem de f’(x—) sol limiti var oldugundan, sonugta

h
g:(0+) = lim g,(h) = lim fath) = /(@) 2= fla4) 1= ()

h—0 h—0+ h h—0si

ve benzer bigimde g,(0—) = f'(x—) limitleri var (tammhidir). Eger f fonksiyonunun, hepsi birinci tiirden
olmak iizere tiim siireksizlik noktalar z1, x2, ..., T, ise, bunlardan farkli herhangi bir z icin g,,, fonksiyonu
t degiskeninin pargal siirekli fonksiyonudur, ¢iinkii bu fonksiyon z¢ + t ¢ {z1,...,z,} gercekleyen herbir
t € [—m, m] noktasinda apagik bigimde siireklidir ¢iinkii sozgelimi g;, (t4) = gz, (t) = ga, (t—) gegerlidir,

clinkii

. - flrot+h) = flm) . P
1 t+h) = 1 .
i de (it h) = lip, P h W obsin 5

flwo+1t) — flzo) 3
t “sin

[ 9z (t)
2

olur, ¢iinkii z( + t noktasinda f fonksiyonu siirekli oldugundan lim+ flxo+t+h) = f(zo +t) gecerlidir.
h—0
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Eger g + tg = x1 ise tg # 0 gozleyerek

f((zo +to) +) — f(=0)

i o
2Sln2

G, (t+) = eR

sag limitinin ve benzer bi¢imde g, (t—) sol limitinin tanimli oldugu anlagilir. O halde g,, € PC[—m, 7] olur.
Tiimiiyle benzer bigimlerde g, ..., g, fonksiyonlari da [—m, 7| araliginda pargal siireklidir. Demek ki her
x € [—m, 7] i¢in g, € PC[—m, 7] olmaktadir, sonucta Riemann-Lebesgue Lemmasi kullanilarak agagidaki

bulunur:

™

lim (sn(z) — f(z)) = ~ lim | gu(t)sin <(n + ;)t) dt = 0.

n—00 Tn—oo |

Simdi kanitlamanin son asamasinda f € PC[—m, 7] ve f’ € PC[—m,x] olsun, bu f fonksiyonu yukarida
yazili (1) kosulunu gergeklemese bile, her = € [—m, 7] igin f(x+) sag ve f(x—) sol limitlerinin var (tanimli)

oldugu unutulmadan, bu f aracilifiyla [—m, 7| araliginda bu kez

(f(z+) + f(z=)) (Ve € [-m,7])

l\.’J\»—\

fi(@) =
biciminde bir f * fonksiyonu tanimlansin. Eger x noktas: f igin bir siireklilik noktasi ise f(z+) = f(z) =
f(x—) nedeniyle f *(z) = f(x) bulunacagina, eer x1 noktasi f i¢in 1. tiirden bir siireksizlik noktasi ise,
uygun bir (1,21 + 0) arah@indaki her noktada f siirekli oldugundan (neden?), kisacast her = € (x1,x1 + 9)
icin f *(x) = f(x) oldugundan f *(z1+) = f(z1+) bulunacagina dikkat ediniz. O halde her x € [—, 7]
icin

(f “(a4) + [ (2=)) = 5 (fla+) + flz—)) = [ ()

N =
[\DM—t

/

bulunarak hem f* € PC[—m, 7| olur, hemde f* fonksiyonu yukardaki (1) kosulunun ve ayrica(f *)" €
PC[—n, 7] gergekledigi anlagilir. Ustelik f * ve f fonksiyonlarinin, sonlu tane digindaki tiim noktalarda de-
gerleri esit ve sonugta ayni nitelikler, her n € N i¢in sozgelimi f *(x) cosnz ve f(z)cosnx fonksiyonlart
icin gegerli oldugundan i f*(z) cosnxdx = i f(x) cosnxdz olur (neden?), bu nedenle f ve f* fonk-
siyonlarinin Fourier katsayilar esittir, tim bunla_rdan ve birinci agamada bulunan sonug geregi

flat) + fla—)

o
: 20-1-231 (an cosnzx + by sinnzx) (Vo € [—m, 7])
n—=

istenen sonucu bulunur.[]

Simdi de Dirichlet Teoreminden ¢ikarsanan su ilging sonucu gorelim.
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Onerme7:

Ispat: f € C[—n, ] fonksiyonu asgidaki gibi tanimlansin.

T

sin 5
jx € [—m,mvex #0
flx)=q = (1)
% z=0
in (£ in (&
Dikkat edilirse lim f(z) = lim f(z) = lim sin(3) _ 1 lim sin (3) =1
z—07F x—071 z—0t T z—0t (%)
(EE(O g) IG(O g)

ve benzeriyle 2 = f(0) = f(0+) = f(0—) ve zaten @ # 0 gergekleyen tim = € [—m, 7| noktalarinda f

siirekli oldugundan f € C[—m, 7] bulunur. Ustelik

sin% 1 , . )
i A FO = FO SR =fO) TR T2 Gcosg —sing
h—0+ h h—0+ h h—0+ h 0 L2
1 J—
= ——.lim sinﬁ:(): lim f(h+0)— f(0)
8 h—0t 2 h—0~ h

gerceklendigi L'Hopital kurali kullanarak bulunarak f in x = 0 noktasinda tiiretilebildigi ve = # 0 igin
f'() = (cosg —sini) m% bularak f in hem tiiretilebilir hem de tiirevinin tiim [—m, 7| araliginda siirekli
oldugu anlagilarak (nasil?) f* € C[—m, | bulunur. Dirichlet teoremi nedeniyle, f fonksiyonunun Fourier

serisi her bir z € (—, ) noktasinda

3

wdt = sp(z) = % 4 (a, cos kx + by, sin kx)

2sin & 2
Sin 5 k=1

| flat) + fam)

= )

1 ™

— t

o]
degerine yakinsar, 6zellikle z = 0 i¢in

sin ((n + %)t)

in b
251112

dt — m.£(0) =

oS

" s

yakinsamasi gergeklesir. Dikkat: (1) bagintisinda tammlanan f fonksiyonu f(—z) = f(x) (Vx € [—7,7])
sin ((n+ %)t) g

¢
281D§

gercekledigi igin ¢ifttir, h(t) = f(t) fonksiyonu da gifttir, ¢t € (0, 7) i¢in f(t) = Slrtl 2 oldu-

gundan

/7r ) sin ((n + 3)t) gt — 2/7r sin £ sin ((n + 1)t) gt /Tr sin ((n + $)t) PN
0 0

- 2sin § t = 2sinf t 2

ve dolayisiyla

/(n-&-é)ﬂ Sinxdl, _ /7r sin ((n—l— %)t) dt — m
0 €T 0 t 2
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bulunur, oysa bu

dr = lim
x n—oo [ T 2

. 1y .
* sinx . (n+3)7 gin o T
d
0
verir..J

Teorem 4: f fonksiyonu tiim R kiimesinde siirekli ve 27 periyotlu ve iistelik f' € PC[—m, x| olsun. Bu

durumda f nin Fourier serisi tiim R kiimesinde mutlak ve diizgiin yakinsar.

Ispat: f’ fonksiyonunun Fourier katsayilari

ag =0, a,, = n.b, ve b, = —n.a, (Vn € N)

gercekler, burada a,, ve b, ler sirasiyla f fonksiyonunun Fourier katsayilarini gostermektedir, sézgelimi

1 s
a%:/ f(x)cosnzdr =

7T—7T

% <(f(7r) cosnm — f(—m)cosnw)+n

_ (@) = femyeosnm

i f(x)sin nwdx)

—T

bulunur, ¢iinkii f fonksiyonu 27 periyotlu oldugundan f(—n) = f(—7 + 27T) = f () ve boylelikle f(m) —

7
m) = 0 gecerlidir. Benzer bi¢cimde a = - fl(z)dx = - =0veb, = —n.a,
—Tr
bulunur. Oysa herhangi bir f € PC[—m, 7| i¢in, onun Fourier katsayilarinin
o0
<D (ah+ 1) < I < +oc
gercekledigi sayfa 149da(=?) gosterilmisti. (dikkat: a,, = {fen) ve b, = (£, ¥n) oldugunu unutmayiniz),
T T

boylelikle f fonksiyonunun Fourier katsayilari i¢in bu sonug yazilirsa

0< in2 (a% + bi) = i <(a;1)2 + (b;l)z) < 400

n=1 n=1

ve boylece f in katsayilari i¢in iinlii Cauchy-Schwarz esitsizliginden yararlanilarak ve

S0= 3 (@) + (1)?)

n=1

yazarak
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0<> Ve +12 < \/% < 400
n=1
sonucu bulunur, ¢iinkii

n n n
Cauchy-Schwarz esitsizligi: 0 < > |ag] . |bx| < <E Ma%) <Z b%)
k=1 k=1 k=1

oldugundan her n € N i¢in

Zn:w/aijtbz = i(lmaijtbg)g(zn:lg)
k=1 k=

INA
[~]¢
:l\?‘ —

S~
N

[~]¢

3[\’)
=
S

_|_
@

N— >

Il

B

n 2
yani Y \/ai + b2 <4/ %\/S@ (Vn € N) bulup n — oo i¢in limit alarak istenen bulunur. O halde n = 2
k=1
icin CS esitsizligiyle

|a1b1 —|—a2b2| < \a1| . |b1| + ‘(12’ . |b2| < \/a% +a%.\/b% +b%

oldugundan, sonugta her x € R igin

oo 00 -
‘C;Oy—i—z |lar, cos nx + by, sinnz| < |an\+2 (W-\/wﬁnm—i—sirﬂnm) _ |a20|+z\/m
n=1 n=1

n=1

nedeniyle, f fonksiyonunun Fourier serisinin Weierstrass M-olgiitii kullanilarak, tiim R kiimesinde mutlak ve

diizgiin yakinsak oldugu anlasilir.

Teorem 5: f € C[—m, 7] ve F(x) — / " F(t)dt (93 € [—, 7)) ise

oo oo 1 .

by, —b,, cosnx + (an + (=1)"* ao) sinnz

F@) =2 i+ n
n=1 n=1

(Vo € [—m, 7))

olur.

. o0

Ispat: I alan fonksiyonu siireklidir, tiiretilebilir ve Teorem 4 nedeniyle, iistelik f(x) = 9@+ > (an cos nz + by, sinnx)
n=1

trigonometrik serisi diizgiin yakinsak oldugundan, terim terime integrallenebilir, sonugta
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x ax  ~= [ apsinnt|® b, cosnt|”
i/ﬂMt_+Z -
a 2 n=1 n 0 n 0
apT = [ ay sinnz — b, cos nx b
_ 0 n — Un “n
o N e
n=1 n=1
.. x x 11 sin nx .
olur, oysa her x € (—m,7) igin — = > (—1)""" —— oldugundan

2

n=1

o0 oo . o0 .
S1n nx a, sinnx — b, cos nx
Fle) = 300 ap (-1t Ly 3 (e bncosnr
n=1

=1 n=1

3

i by, N i —by cosnz + (an + (—1)"*tag) sinnz
n

n

(Vx € (—m,m))

n=1 n=1

istenen sonucu bulunur.

Ornek: Vr € (—m, ) igin

x sinnz  x ™ COS NI
S = 1)t == 1
P e e T TR Blei
n=1 n=1
ve
3 2 o0
x°  Tx sin nx
PR TP Ui
n=1
gosterin.
o :
Coziim: f(z) = g i¢in, f nin Fourier agilim1 f(z) = > (—1)"*! ST oldugu ve sonugta agp = 0 = a,, ve
n=1
_ (_1)n+1 y
b, = ———— (Vn € N) oldugundan
2 @ o0 o0 o0 +1
T b, b, cos nx )" 1, COS NI .
i ; f(lf)dtznzz:ln—nz::ln:nz::1 +Z (Vx € (—m,m)) agilimu, bir
onceki teorem ile bulunur, oysa
2 (—1)H s 11 1 1 1
Z = (Ptgtat) - (mtatet-
n=1
_ i 1 1 i I 72 7? _ 72
Z@n+1)? 44=n? 8 24 12



2 )
oldugundan (burada % => — I¢in agagidaki orneklere bakiniz), sonugta
n=1"M

2
x n COSNT

o0
T g +nzl(—1> —s (Va € (-mm)

Digeri ddevdir.

Tanmim 2. (Fourier Siniis ve Fourier Cosiniis Acilimlar)

[0, 7] araliginda tanimlanmig gercel degerli bir f fonksiyonunun [—m, 7] aralifina ¢ift genislemesi ve tek

genislemesi

flx) ;2 €(0,m)
Aif(*r): f@) el ve Ty(z)= 0 sx=0,+7

—f(—z) ;z € (—m0)

biciminde tanimlanan fonksiyonlara denilir. Bunlarin gercekten sirasiyla cift ve tek fonksiyonlar oldukla-
rim gozleyiniz, yani her x € [—m, 7] i¢in Cy (—x) =Cys(x) ve Ty (x) = —Ty (x) gegerlidir, sézgelimi
x € [-m,0)ise —x € (0, 7] ve boylece Cs fonksiyonunun tanimi geregi C¢ (—z) = f(—x) =Cy (=) bulu-
nur. Dikkat: Apagcik bi¢cimde f € PC [0, 7| ise hem Cy € PC [—7, 7] hem de Ty € PC [—n, ] gerceklenir.

Asagida basit bir drnek yer almaktadir.

7
o+ O/\/—\_-‘n
CJ.
mvxl/\fm

Sekil 9:

Ornekler:
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1) f(x) = 2?* (Vz € [0, 7]) fonksiyonunun Fourier siniis ve Fourier cosiniis agilimlarini bulunuz. G (z) ve

T («) fonksiyonlarmin grafikleri agsagidadur.

{;}.
'l [
- i} n
'y Tf
=21 2n
-1 ] T 3m
Sekil 10:
2 0 n+1 i~ n+1 S
‘0 (—1 (-1) ) 8 sin ((2n — 1)x)
Cf(il?) = 3—4 nZITCOSTL$ Tf(LE) =27 ;nQSIan—T(-;M

2) f(x) =cosz (Vx € (0, 7)) ise asagidaki trigonometrik bagintidan yararlanarak gosteriniz:

cos(ax).sin(bzx) = %(sin((a +b)z) —sin((a — b)z)) (Va,b € R)

8 = n R 2n—1
Ti(z)=—"- sin (2nx) 1 [ —
Mt P R T
oo
8 n < o
bu sonucun cos z = — Zﬁ sin (2nx) (Vz € (0, 7)) demek oldugunu gozleyiniz.
T n? —

5 N (1 + (—1)"+1 e )
3) e = ~ z:; T sin (nz) (Vz € (0,7)) gosterin.

Hhr—x=2 Zsm (nz) (Vx € (0, 7)) gosterin.

3

n

n=1
2 00 oo .
2 8 -1)
S)x(r—z) = G Zcosy(ﬁnx) , x(m—ux) =_ Zsm 2nn— 12 )2) (Vz € [0, 7]) gosterip elde
n=1 n=1
ediniz:
2 g1 z.gor
6 “=m?’ a 2n— 1)3
n=1 n:l
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— .- gOsterin.

7) e” fonksiyonunun cosiniis, sin = fonksiyonunun cosiniis agilimlarini bulunuz.

8) Yukardaki bilgilerle asagidaki sasirtic1 esitlikleri gosteriniz:

o0 oo o
1 1 2(—1)n -1
3. =) — = =0
Y G G L
n=1 n=1 n=1

Ek: PC [—a, a] vektor uzaymda Fourier Serileri

a > 0 olmak iizere PC [—a, a] vektor uzayinda dikkat edilirse

©n (z) = cos (Zﬂ) (Vn>0) , ¥, (z)=sin (?) (Vn € N)

olmak iizere {o, v1, V1, p2, Vs, ...} ailesi bir dik ailedir, yani asagidakiler gergeklesir:
n,m € Nigin (pp,, ) =0ven # micin (on, om) =0 = (U, ¥,,)

Ornegin cos (2mn) = cos (—2mmn) oldugundan

(pn, Upp) = /a cos (r%a:) .sin <m;rx) dr = ;/a sin (277:?96) dzx

—a —a

_ (‘“) (cos (2m) — cos (—2mm)) = 0

dmm

bulunur, iistelik s6zgelimi

a NI a 2nmx
loull = Guron) = | cost () da = [ (”COS( a ))dm

—a

=a+ (sin (2nm) —sin0) = a

2nm

ve H(pg”f = 2a oldugundan

_ <f7 9071> _ 1 ¢ nnx
an (f) = o2~ a _af(x) cos <T) dx
bn (f) = <f,90n2> _1 f(x).sin <@> dx
lenlly @ J-a a
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ve sonugta f € PC'[—7, 7] elemanimnin Fourier Serisi

o0

aoéf)+;(an(f).cos<7?) + bn(f)'sm<m>>

a

olur. Bu vektor uzayinda da bu boliimdeki Dirichlet Teoremi’nin gegerli oldugunu gozleyip, asagidaki fonksi-

yonlarin acilimlarini elde ediniz:

Fla)=2+ ;g <(2n . 7 €08 <<2” _al)”> + sin (”am)> (V2 € (—a,a) 2 £ 0)
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Boliim 3

Ozge Olmayan Tiimlevler

Bilindigi gibi bir [a, b] araliginda tanimli ve Riemann tiimlevlenebilir olan f gergel degerli fonksiyonu i¢in
b
/ f (z) dz Riemann tiimlevine 6zge(ing:proper) tiimlev denir. Tiirkge matematik derslerinde dzge tiimlev

yerine belirli tiimlev de denilmektedir. Buna karsilik agsagidaki tanima dikkat edilmelidir:

00 M
Tamim 1: f fonksiyonu [a, c0) araliginda siirekli ise / f(x)de = Mhm f (z) dz bigiminde tanim-
a — 00
lanir ve ancak bu limit bir gercel say1 ise / f (z) dx timlevine birinci tiirden yakinsak 6zge olmayan
a
tiimlev ya da birinci tiirden yakinsak genellestirilmis tiimlev denilir. Bu limit bir gergel say1 degilse ya da
oo

tanimsiz ise, ancak bu durumda / f (z) dz timlevine raksak denilir.

Ornekler 1
1 / dz , / — / ———da, / ———du timlevleri yakinsar, / L
0 1 o eT+1 o x°+1 o z*+1 0o T-+z+1
raksar.
Gercekten
1 —T x 1 x
/ da::/ C  dr=-mte?)=—In(" ) =m(-°
e? +1 14+e2 e® er +1
bdylece
M M
1 1 1
/ dm = lim / dr = lim [In ];7 —In| = =—In-=1In2,
M—oo Jg et +1 M—o0 eM +1 2 2
M 2x
e T T T
/ e% n ldw Mgnoo =T 1dx Mgnoo (arctane arctan ) 5 1= 1
Mo T
/ dm = lim / 5—dr = lim (arctan M — arctan0) = _,
M—oo Jo X%+ 1 M—oco 2

In M? y In M? eV
< —dy
/ 629 +1 dy < 0 e +1

og/
0

ve M — oo i¢in limit alarak

o o x
og/ > d:cg/ —dy =
0 .’L'+1 0 €2x+1
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o0
1
bulunup / ﬁdx tiimlevinin yakinsak oldugu anlagilir. Simdi dikkat edilirse her M > 0 i¢in
0 xT

00 x 1 (M 2241 1 [ 1
2+l‘+1dx:§ x2+x+1dx_§ 2 74,
o o o (@i b+ (F)

V3
2
b> Oise
M dx 1 T+ a M . M +a T
— =5 —; = 7 arctan , lim arctan = —
0o (x+a) +b? b b 0 M—00 b 2
o x
ve arctan (%) = % bilgileri kulanilirsa kolayca M — +oo igin limit alip /0 mdx = 4+
M 00
2 1 1
bulunur.(;ijnkiié/ #dwzln\/M2+M+l - +oove%/ 5 sdr =
0o 24T+ M—00 0 (z+1) +<§)
T gecerlidir.

6v/3
2 —dx, ——dx, sin zdx | ————dx tiimlevleri raksar.
)/0 241 /1 In(1+ z) /0 /0 V2 + 1

Dikkat edilirse lim cos z tanimsiz oldugu icin
T—00

0o M
/ sinzdr = lim sinzdr = lim (1 —cos M)
0

M—oo /g M—oo

[e.e]
limiti tanimsizdir, boylelikle / sin zdx waksaktir. Otekiler
0

© Moy
/ ———dr = lim ———dr = lim Iny/M?+1=+oc0,

M—o0 0
M M 1
InM = —dx < —dx
/1 x /1 In(1+ x)
Mo
nedeniyle lim dx = +o00,

M—o0 1 ln(l—l-:E)

lim

© Mo
—dx = —————dz (x = tan u dOoniisimiiyle) = lim In (M—i— v/ M? + 1) = 400
A \/x2+1 M%oo\/o \/.7;24-1 ( 3 y ) M—o00

bulunur, burada tanu > 0 iken

1 1+sinu cosu | 1+sinu)\’
= . = n
COs U cos2u 1+sinu Ccos U
bilgileri kullanilmistir (nerede?)

00 © q o0 .p © 1
3) / e “dzr (0 < a), / —dx (0 < a) ve / —dz / dx (0 < a) yakinsakliklarini incele-
a a TP o €F o TPet

yiniz.
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o M 1 1 1
0 < « nedeniyle / e dr = lim e *dxr = lim ( — > = ve son ii¢ tiim-
a

M=o Jo M>oo \ ae®  qeM ae®a’
levde 0 < a oldugunu unutmadan

M 1- 1— I S
/OO idl‘ = lim 2 Pdr = lim <M — p) = =Dt > F !
o TP M—oo Jo M—o00 1—p 400 ip<1

1 1

Dikkat: p = 1 ise yine / —dzr = lim (InM —Ina) = +oo bulunur, demek ki 0 < a ise / —dz
o TP M—o0 o TP

genellestirilmis tiimlevi ancak ve yalmz p > 1 igin yakinsamaktadir. Ote yandan 0 < a ise, p€R ne olursa

o] (o)
1
olsun son iki tiimlev yakinsaktir, ¢iinkii / xPe " dx ve / Wdac yakinsaktir. Gergekten z € [1,00)
1 1 xrre

. . . o . o 2n, S n
olmak iizere, Arsimet Ilkesi gere8i p < ng gercekleyen bir ng dogal sayis1 var ve (;”Tg:)! < Zo I o=e"
n=

yani 0 < z™ < n0+1 ve 0 < e dx < M. ﬁdaz = — < +oo boylelikle ister 1 < a
1 1 an‘i’ no
00 ) 1
ister a < 1 olsun / xPe”*dx yakinsak olur, ¢linkii 6rnegin a < 1 ise / Pe ™ dx = / xPe dx +
I a 1 a a
/ xPe"*dr = ¢ € R olur, ¢iinkii / zPe”*dx belirli Riemann tiimlevidir, bir gercel sayidir. O halde
1 a

o 1 oo
/ ﬁd:v tiimlevi, her p € R i¢in / x~Pe”*dr timlevidir ve az once gozlendigi gibi yakinsaktir.
a e a

o0
1
Buna kargilik dikkat edilirse 0 < p iken / e P*dx = — bulunur, ¢linkii su gegerlidir:
0 p

M:P_pepM'

o0
4) Her n € Nigin, p > O ise / e P%" dz tiimlevi yakisaktir.,
0

0 1 00 1 00
Gergekten / e P¥dx = — gercegi 3) drneginde gozlenmisti, / e Py = / e P da + / e P dy;
0 p 0 0 1

00 M
yakinsaktir, birincisi belirli Riemann tiimlevidir ve ikincisi i¢in ayrica / e P dy = Mhm e P dy =
~>+oo
—— im —. le x olur ve x z)dr = x ne-
2p M —+oc0 1 X 0 g 0

M 00
1 1
: 1 : 1 1 _ 1
deniyle (— 2p> Ml_lfﬂoo ( a7 e +/1 oy dx> = 2p6+/1 oy ——dr < 2p +1 < 400 olur, ¢iinkii

> 1 > 1 M 1

sdr < —dr = lim —dx = lim (1— — ) =1 gegerlidir. Sonugta her n > 2
1 x2e® 1 x? M—+oo J; 22 M>+00 M

o0

o0
icin 0 < e P dy < e P dy < 400 g6zlenmelidir.
1 1

.. * 1 & 2
Ornek: / 3 dr = 27 ve / %dl‘ - gosteriniz.
0o x3+1 6v/3 0o z3+1 3v3

Coziim: Kesirlerine ayirirsak
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1 T 1 1 1 2@ —
B+l <x+1 —x+1> 3<x+1 2( —a:+1>>’
/M dr /M de / (2z-1)-3
0 w3+1 x—l—l 0 r2—wz+1

— 1111(932—364—1)
0 6

= 1 (a:+1)

3

1 M+1 1M 1

3™ <x/M2—M 1>+2/ e (A
* R

N (M
=-ln| ——————— ) + z.—=arctan
3 \VMZ-M+1 23 2,
boylece M — oo i¢in limit alip A}linoo arctan (2]\\%_ 1) = § ve arctan (%) = % hatirlanirsa istenen

S | M-
/ 37dx = lim / 37(11‘
0 T2 + 1 M —o0 0 2 + 1

li [11 < M+l )+ 1 (a cta <2M_1) + arcta < 1 ))}
= lim |[-In| —mm— —— — [ arctan [ ——— rctan | —
M=o |3 M2 —M+1 V3 V3 V3

1 1 <7T 7T) 5T

2" 3/ 6V3

sonucu bulunur. ikincisi asagidaki yazilis kullanilarak benzer yontemle yapilir:
x 1 z+1 1
34+1 3\a2-2+1 z+1)°

o0 .
Ornek: Gosteriniz: t = / _smr
0o In(l+x)

sin x

Coziim: Herseyden once hm m(its) = hm (Sinx) . <m) = 1.1 =1 > 0 gozlenmelidir yani f (z) =

dx timlevi yakinsaktir.

% fonksiyonunun z = 0 noktasinda b1r1nci tiirden siireksizligi vardir. Her n € N i¢in
. /nﬂ sinz gy "Z:l /(k+1)7r sin o
o0 In(1+z) =\ Jir In(1+x)

belirli timlevleri tamimlanirsa, y = = — k7 yani x = y + k7 doniisiimii yapilirsa siniis fonksiyonu [0, 7]
araliginda negatif deger almadigr ve her y € [0,7] veher kK > 0icin 0 < In(kr+1) < In(kn +1+y)

oldugundan

/<k+1>” sin z dx:/ﬂ sin (y + k) dy:(_1>k/” siny dy.
K In(1+ 2z) o In(kr+1+y) o In(krm+1+vy)

& siny 1 T 2
P d dy= ———— (k=1,2,..
0< a /0 In(km+1+y) y_ln(k7T+1)/ Sy In (kw4 1) ( 02,m)
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n—1
boylece t, = Y. (—1)ai (Vn € N) olur ve asagidaki istenen sonug
k=0

t / T _sinw d lim ¢ i (-=1)" akinsak
o In(l1+4+x) n—oo " — n =Y

bulunur, ¢iinkiihern € Nvehery € [0,7]igcine <3 <4 <7m+1l+y <nr+l+yvel <ln(nr+1+y) <
In((n+1)m+14+y)ve

T siny /” siny 2
0<a = dy < ———dy=a, L ——— (VneN
=l /0 In((n+1)m+1+y) Y o In(nr+1+y) Y "~ In(nm+1) ( )

nedeniyle a,, | 0 gozlenirse son seri iinlii Leibniz Teoremi nedeniyle yakinsaktir, bitti. Siz buna kargilik

N o da
p-Olgiitii kullanarak
1 In(

7_’_1) tiimlevinin 1raksak oldugunu gosteriniz.
x

Kiyaslama Olgiitii: Her = € [a,00) icin f ve g siirekli fonksiyonlar1 0 < f(z) < g (x) gerceklensin.
[e.9] oo oo [e.9]

Eger / g (z) dz yakinsak ise / f (z) dx timlevi de yakinsak; eger / f () dx waksaksa / g (x)dz
a a a a

timlevi de 1raksaktir.

o

Kanitlama: / g (z) dz yakinsak olsun ve f fonksiyonunun alan fonksiyonu F' (= / ft)dt (Vo € [a,0))
a

bi¢iminde tanimlansin. f siirekli oldugundan F” () = f (z) (Vz € [a,0)) gercekledigi, boylehkle F fonk-

siyonunun tiiretilebilir ve sonugta siirekli oldugu anlagilir, iistelik her x € [a, 00) igin F' (x / f(t)dt <

/xg (t)dt < /oo g(t)dt = /Oog (x)dx = £ € R gegerlidir, burada (x) esitsizligi yazilirken f (z) <
ga(x) (Vz € [a, og)) yani her ¢ é [a,z] i¢in f(t) < g¢(t) esitsizligi kullanilmigtir. O halde F'(z) < ¢
(Vz € [a,00)) ve istelik f negatif olmayan degerler aldigi ve F’' () = f(z) > 0 oldugundan F' tek-
diize azalmayandir (bu gercek, 0 < f(z) (Vx € [a,00)) nedeniyle a < 21 < x2i¢cin 0 < F(z1) =

h f)dt < " f(t)dt = F(xq) gozleyerek de bulunabilir) boylelikle xETwF (z) hem vardir hem

de / f(z = lim / f@)dt = lim F (x) </ gerceklestigi anlagilr. Ikinci iddia birinciden ¢ikar

T—+00 T—+00
(nas11?)

oo
Odev: / ﬂdm 0zge olmayan tiimlevi yakinsak midir, iraksak midir? Neden?
1 In(zx+1)

(n+1)m

00 w/2
COS T COS T 2 COS T
Yol gos: ——dx = d ———dx gozleyiniz.
(ogos /1 n(z+ 1) T /1 n(z 11 +Z[m n(z+ 1) xgozeylmz>
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Oran Olgiitii: Her = € [a,00) i¢in 0 < f (2) ve 0 < g (z) olsun.

y [ (x) . > . > .
Eger lim =/{>0ise f(x)dxile g (x) dz ayni1 karakterdedir;
v=00 g () a a
o (2 °° A
Eger lim =0ve g (x) dz yakinsak ise f () dx yakinsaktir;
z—00 g () a a
y f(z) - S
Eger lim ——~ = +oove g (x) dx raksak ise f (z) dx wraksar.
v—00 g () a a

Kamtlama: Bir 6nceki Kiyaslama Olgiitii’nden kolayca elde edilir. Ornegin lim % = ¢ > 0 oluyorsa,
Tr—r00

0 < & < £ gercekleyen here € Rt i¢in £ — ¢ < E g < l+e¢e (Vo € [M,,00)) olacak bigcimde M, > 0 vardir

ve Kiyaslama Olgiitii kullamlir. Oteki secenekler igin benzer kanitlama yapilir.

o0 o
Mutlak Yakisama: f fonksiyonu [a,o0) araliginda siirekli ve / |f (z)| dx yakinsak ise / f(z)dx
a a

timlevi de yakinsaktir (ona mutlak yakinsak tiimlev denilir).
Kamtlama: ¢ = / |f (z)|dx = / |f (z)|dx + / |f (z)| dx esitlikleri a < n gercekleyen her n € N
a

icin gecerli oldugundan /

n

|f (z)| dx tiimlevlerini kisalik amaciyla T;, ile yazarsak 0 < ¢ — / |f (z)|dx =

6—/ f (@) da| =

T,, bulunarak kolayca hm T, = hm 0 ve apacik bicimde a < n < M gercekleyen

M

M pozitif sayilar i¢in — / |f (z)|dx < / f(z)dz < / |f (x)| dz bularak M — +o0 igin limit alip
n
o
—Tn§/ f(x)dx <T, (Vn > a)
n
o0 o
boylelikle iinlii Sikistirma Lemmasi ile lim f () dx = 0 sonucu bulunur. Artik / f () dx tiimlevi-
n—oo n a

nin yakinsak oldugu kolayca anlagilir.

p-Olgiitii: f fonksiyonu [a, c0) arahiginda siirekli ve 0 < f (x) gerceklesin.

o
Eger lim aPf (x) =¢ € Rvep > lise / f (x) dx yakinsaktir
a

T—00

e.9]
Eger li_>m 2P f(x) #0vep < 1lise ( lim x?f (z) = 400 bile olsa) / f (z) dx waksaktr.
x o0 a

T—00

Kamtlama: g (z) = 2~ ? alip,yukarda kullanilan Oran Olgiitiinii kullanin!
Ornekler2:
00 .%‘2 00 T 00 IL'2 00 LEQ _
1 ——dzx —dzx , ————dzx ————dx tiimlevlerinin yakin-
)/0 22" + 5 /0 Vit + a2 +1 /ooa:4+x2+1 /1 Vb +6 ’
sakliklarini inceleyiniz.

Coziim: xlgr;(} z2. S2ATE +5 xlggo e +5 =3 L oldugundan p-Olgiitii kullanilarak birinci tiimlev yakinsaktir. Bu
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o] 2 o g
sonug 0 < /0 23;:674_5@0 < /0 ﬂi—af—l = g (gercekten her z € R icin 2% + 22 < 22+ 5 gerceklendigi)

gozleyerek de bulunabilirdi. Ikinci ve dordiincii tiimlev wraksak, iiciinciisii yakinsaktir, ¢iinkii

i x 1 lim 2?2 -1 I 1—272

im . ————= = im .- - lim — -
T—+00 4+ 22 +1 T 25 Foo 6 +6 z—=+oo /14 626
buna kargilik xlgrolo xﬁéﬂ = 1 ve ayrica

o) .%'2 0 $2 o) x2 00 .%'2
T dr= — 4 Y ——dr =2 —————d
/_Oo:c4+x2+1x /_OOZB4+:E2—|-1 x+/0 a2l /0 a1

gecerli oldugundan iigiincii tiimlev yakinsar.

2) / e P dr (0 <p), / T da , / mdw (0<a), / 2797 J2 timlevlerinin
0 0 et + 1 0 X + a 0 1'2

yakinsakliklarini inceleyiniz, ilkinde n, m € N gecerlidir.

o0
Coziim: Ugiinciisii raksak, otekiler yakinsaktir. Birincisi 7,m € N ne olursa olsun / e P dr =
/ x"e P dx + / x"e P* dx olup, burada / xe P dx timlevi yakinsaktr, / x"e P dx ise
0 1 1 0
zaten belirli bir Riemann tiimlevi olup bir pozitif gercel sayidir, burada sunlar1 gozlemeliyiz:

Her z € [1, 00) igin pz < pz™ ve e P*" < 7P oldugundan

n+1
0 < (

o0
—_ ,bT
Z k;l =€
k=0

nedeniyle % < 1 gecerlidir. O halde (Zj +11)! = M yazarsak 0 < 2" P*" < M (yg € [1,00)) esit-

m

sizlikleriyle lim z"e ™ = 0 bulunur, 6zel olarak (her n,m € N icin gecerli olan bu sonucu n + 2 ve
Tr—00

n dogal say1 ¢ifti igin yazarak) lim z? (z"e?*") = lim z"*2e P*" = 0 bulunup p-Olgiitii geregi ola-
0o r—r00 o r—r00
rak / 2"e P*" dx tiimlevinin boylece 2"e P*" dx tiimlevinin yakinsak oldugu anlagilir. O halde 6zel
1

olarak / xe” Ydx yakinsar, boylece 0 < / dr < / —dx = / xe *dr < 400 nedeniyle
0 0 er + 1 0 er 0

Kiyaslama Olciitii’niin geregi olarak ikinci tiimlev yakinsar. Ayrica 0 < z%/2.1 —2 = 1_&%” < %

(Vo € RT) nedeniyle lim z3/ 2.“% = 0 oldugundan p-Olgiitii nedeniyle sonuncu tiimlev yakinsar. Buna

IH(TZI) = wlgn 7+a-In (7 + 1) = +o0 oldugundan, yine p-Olciitii’niin geregi olarak iiciincii

karsilik hm x.

tumlev 1raksakt1r.

3)/ s21n3: dr /°° Cos T dx’/‘x’ rsinz d . Oosin:vdx’/oo
0 +1 0o Va2+1 o Vaz+1 0o 0

sakliklarini arastiriniz.

sin x

dx timlevlerinin yakin-

|sin z| . & \sin:r\ o
Cozim: 0 < 5= < (Vx € [0,00)) nedeniyle 0 < / dr < /
0 0

T
oS IQH 2 dr = 5 bularak

2 +1
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o -
/ ﬂdw tiimlevinin mutlak yakinsak dolasiyla yakinsak oldugu anlasilir. Ote yandan, her M > 0 icin
0

z2+1
M M M rsing
+/ 73/2(1%
0 0o (22+1)

/M CcoS T d 1

P e = -

o Vaz+1 0o Vaz+1
sin M M rsing

=4 [
VMZ+T  Joo (22 +1)%?

sinz

(sinz) dr = ——
241

.. .. . sin M .. .s .e sin M 1 1 1

— = < < < =

ve M — +o0 i¢in limit alip hr£L1 AT 0 gozleyerek (¢iinkii 0 < NAVEES: ‘ STArasS AR - M
cos T > zrsinz

dx bulunur ve bu

o
sin M ‘ = 0 olmaktadir) sonucta /
0

nedeniyle lim NaTEES

M—+o00

P dr = _ e
VaZ+1 0 (22+1)%?
rsinx

00
_ _=xsing| < z . <
1) S rgpre Hedeniyle 0 < /0 @21 1)

rsinx

<
(@241)3 dz

tiimlev her « € [0, 00) i¢in 0 < ‘

o0
#‘dx = 1 gozlenerek mutlak yakinsaktir dolayisiyla yakinsaktir, burada
0 (z2+1)%2

*° x M x 1
/ 732611' = lim 732@: = lim (1 — ) =1
o (22+1)% M—+oo o (224 1) M—+o00 M2+ 1

M
dikkat edilmisgtir, / ﬁdm tiimlevini hesaplamak igin 22 + 1 = u doniisiimii yapmak yerinde olur.
0 (41

Buna kargilik iiglincii tiimlev 1raksaktir, ¢linkii

/M rsinw p Moy ( Y d M cos M +/M ( x )ld
——dx = ———— (—cosz) dr = ———= cosx. | ——— | dx
o Va2+1 o VaZ+1 M2 +1 0 2 +1

_ Mcos M M cosx

=————t | ————da
VMZ+1  Joo (a2 41)%2

M oo
C e T, cos T CoS &
ve sag yanin M — o0 i¢in limiti tammmsizdir, ¢iinkii  lim ———dr = / ———dr =
M=too Jo (22 4 1)3/2 0 (22 + 1)3/2
¢ € R limiti vardir, ¢iinkii bu son tiimlev mutlak yakinsak dolayisiyla yakinsaktir, oysa lim 24 CojM =
M—+oco VM?+1

. M e G 1w . . M e

]V[li}]fnﬂ)O Tz cos M limiti tammsizdir, ciinkd eger o = Ml_l}IEOO WivEEs) cos M limiti tammh olsayd1
_ VM4l ( M ) - - - 1 MPHT
cos M i T35 Cos M ) nedeniyle Mlgflfoo cos M Mlinjoo Y0 = 7o tammli olurdu, oysa
M rsinx

iyi bilindigi Mlim cos M limiti TANIMSIZDIR. O halde lim dx limiti tanimsiz oldugu

— 400 M—+oo Jo Va2 +1

sin x

dr = g oldugu Boliim2, Onerme7’de gosteril-
x

misti. Simdi farkli bir yontemle bu tiimlevin yakinsadigini gosterelim.

o
icin liciincii tiimlev raksaktir. Dordiincii tiimlevin /
0

/°° sima:dx:/7r Sinxdm—i—/% Sinxdx—l—/?m Sinxdm—{—... _ i /("H)7r sin:vdz
0 x 0 x T Y 27 x n=0 nm €T
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ve dikkat edilirse x = u+nm doniliglimil yaparak / T =

nr T u+nm U+ nm

s s 3
= (-1)" / Sj_lu du bulup a,, = / Sfu du > 0 gercek sayilarini tanimlarsak (dikkat: siniis fonksi-
0o u o u nm

yonu [0, 7] araliginda negatif olmiyan degerler aldirgl ve hy (u) = ifnuﬂ > 0 (Vu € [0, 7]) fonksiyonu [0, 7]
araliginda siirekli oldugundan / by (w) du = / sinu
0 0

du belirli Riemann tiimlevi iyi tanimhidir ve po-
U+ nm

zitifdir, ciinkii h,, fonksiyonu u¢ noktalarin disinda hep pozitif degerler alir), sonugta bu a,, sayilari sayesinde

bu tiimlev asagidaki seriye esittir:
oo

*sinz
dx = 1"
[ =
n=0
ve bu seri yakisaktir, ¢iinkii her v € [0, 7] i¢cin 0 < u + nm < u + (n + 1) 7 ve boylece 0 < m <
qulm ve 0 < sinu nedeniyle Ay, 41 (u) = u+?ir?f1)7r < ifnqu = hy, (u) boylelikle 0 < a,+1 = /0 hn+1 (u) du <

s vy : i : 1 s 2
/ hy, (u) du = a,, ve iistelik her n € N i¢in a,, = / Sy du < / Smudu = — sinudu = —
0 0

0o ut+nm nmw nm Jo nmw
oldugundan {a,},- ;| dizisi, tekdiize artmayan ve sifira yakinsayan (dikkat: 0 < a,, < % (Vn € N) esitsiz-
likleri nedeniyle lirf an = 0 gegerlidir) bir dizi oldugundan Leibniz Teoremi nedeniyle > >° , (—1)" an

n—-+0o0

almagik serisi yakinsaktir. Buna kargilik, benzer yontemle

*° |sinx - (nt1)m |sm a:| > ™ |sin u. cos (n7)|
I
0 x =\ Jnx — u+nm
) T . 00
sinu 2
- du) > 2 d
;_%(/0 u+ nw u> Zn+1 WZ
bulunur, ¢iinkii [cosnz| = |(—=1)"] = 1 ve 0 < sinu (Vu € [0, 7]) nedeniyle |sinu| = sinu ve 0 < u+nmw <
T sinu T sinu 2
T+nmr=m (n + 1) (Vu S [0, 7T]) nedeniyle /0 wt nn du Z /0 Wdu = W gegerlidir.

sin x

o0 L1 oo
Demek ki / S genellestirilmig tiimlevi yakinsamakta, buna karsilik / dx timlevi ise 1rak-
0 x 0

*sinx . .
samaktadir, kisacasi ——dx tiimlevi kosullu yakimsaktir.
0 T

4) Asagidaki tiimlevleri hesaplayiniz:

/ e cosbxdr (0 < ), / S (la| < b), / (QC (n € N)
0 0

oo T2+ 2ax + b? 22 + 1)1

Coziim: Kismi tiimlevleme kullanarak

/e_o‘x cos badr — e~ (bsin bz + a cos bx)
a? + b?
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oldugundan kolaylikla

00 M . —aM
bsin bM bM)e @
/ e”““cosbrdr = lim e”““cosbrdr = lim (bsin + a(ons 5 e ta
0 M —o00 0 M—o0 o + b
o«
a2+ b?

bulunur, ¢iinkii 0 < « ne olursa olsun hem Mlim sinbMe M = lim Slenaljéw =0hemde lim C(e’il]’% =0
— 00 — 00 — 00

gecerlidir. Ote yandan,

a| < b kosulu gecerliyken

/°° dx _/0 dx +/°° dz B T
oo P2+ 20z + b2 a4 2axr+b2 0 Jy 2?4 2ar+b02 B2 — g2

gerceklendigini gormek icin, oncelikle asagidaki temel bilgiyi

dx dx 1 T +a
5 — 5 5 = 5— 2.aurctauq T
2+ 2ax +0b (x +a)*+ (b—a) b a b a

animsayip, kolaylik amaciyla a = v/b? — a? > 0 sabitini tanimlayip, kolayca

o dx ) M dz . 1 M+a 1 a
5 = lim ————%— = lim [ —arctan — — arctan (—)
o x*+2axr+b M=o Jo (z+a)” + a2 M—o00 \ (v « « «

T 1 a
= — — —arctan (—) ve
20 « «

0 dx . 0 dx . 1 a 1 a—M
-3 = lim — = lim [ — arctan (—) — —arctan
oo ¥+ 2ax + b M—=oo J_pr (x4 a)” +a2 M—oo \ « o @

1 a 1 T 1 a T
= — arctan (—) - — <—7) = — arctan (—) 4+ —
«o «o « 2 o « 2cy

bulup, toplam alinarak istenen sonuca ulagsilir.

oo
d
Dikkat: b = |a| oldugunda b*> = |a* = a? nedeniyle b*> — a®> = 0 bulunarak / . ——
oo T2+ 2ax + b2

< dr 0 dx © dx . . B, L

— = —Qt —— tiimlevlerinden birisi tigiincii tiirden genellestirilmis tiimlev
— (T +a) — (z+a) 0o (x+a)

< dx

olur, 6rnegin a = —1 ise W tigtincii tirdendir, ¢linkii x = 1 € (0,00) noktasinda h (x) =
0 T —

ﬁ fonksiyonunun ikinci tiirden siireksizligi vardir, kisacast h (14+) = +oo = h(1—) gerceklesir ve

9 d 2 d 0 d 2 d .
/ a: 5 = / v 5+ / 7932 olup / 7332 tiimlevi raksaktir. Ote yandan
o (z—1) 0o (=17 Jo2 (z-1) 0 (z—1)
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[ e e e | = () ¢
—_— = x. T = — |\ 57 x
o (@+1" Jo @2+ 1)" (M2+1)" o (2 +1)"
M
= 42 dr = .
(M2—|—1) n/o (JJ2+1)”+1 x (M2—{—1)
M +2n/M dx _Qn/M dx
(M2 +1)" o (22+1)" 0 (22 +1)"!

ve sonugta M — 400 icin limit alarak

© . dx *° dx o dx
Y o). [ 9 _dx bév]
/0 @1 (2n) /0 @217 ( n)/o @1 ve boylece

/°° dx _2n—1/°° dx _(2n—1)(2n—3)/°° dx
o @+ 2 Jo @+D)" 0 20)2n-2) Jo (224 1)

dx T
——— = — unutmadan
z24+1 2

oo
ve indirgemeye devam edilirse, sonugta /
0

o dx 2n—-1)(2n—-3)..1 [ dx (2n — )N
b g/

T
2+ (2n)(2n—2)..2 2+1 (o)l 2

sonucu ve boylelikle £ = tan v doniisiimii yapilarak asagidaki bulunur:

° dx /2 2 2n—1! 7
———F = COS nd = — .
/0 (22 + 1) /0 (cosu)™ du = =553

Simdi de ikinci ve iigiincii tiirden genellestirilmis tiimlevleri taniyalim:

Tamim 2: Eger f fonksiyonu (a, b] araliginda siirekli ve f (a+) = Foo ise, kisacast f fonksiyonunun z = a
b
sol u¢ noktasinda ikinci tiirden siireksizligi varsa, bu durumda / f (z) dz ikinci tiirden genellestirilmis ya
a

da 6zge olmayan tiimlevi, ancak ve yalniz, asagidaki

b

b
/f(x)dx:lim fx)de=¢€eR
a =0 Jate

limitinin bir gercel say1 olan kosulu gerceklenirse yakinsaktir denilir, s6zii edilen limit tanimsiz ise ya da
b

Foo ise, bu durumda / f (z) dz genellestirilmis tiimlevine raksaktir denilir. Timiiyle benzer tanimlanan
a

b b—e
f fonksiyonu [a, b) arahiginda siirekli ve f (b—) = Foo ise / f(z)dr = lim f (z) dz limiti i¢in
a

e—=0t J,

yapilir.

b b
N d d
Ornegin, p € R olmak iizere, gerek / ﬁ gerekse / ﬁ tiimlevleri ikinci tiirden genel-
-
a a

r—a
lestirilmis tiimlevlerdir, ciinkii sozgelimi h (z) = ﬁ (Vz € (a,b]) fonksiyonu siireklidir ve h (a+) =
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17
P gy (x —a)™P

lim — = 400 gecerlidir, ayrica (x —a) bilgisi kullanilarak
r—a (T—a) 1— P
z€(a,b]
b b 1-p 1—
d b— —e P
/ 7:1:27 = lim (x —a)Pdx= lim (b-a) <
a (1‘ - a) =0t Jote e—0F 1-p
1\p—1 1- b—a)'?
TN 6t UMD B = T
e—0F p—1 400 ip>1
1\p—1 .- . dx
bulunur, ¢iinkii p > 1 yani p — 1 > 0 iken hm+ (g) = +oo gegerlidir, ayrica p = 1 iken =
e—0 r—a

In (z — a) bilgisi kullanilirsa

b b
/ dr__ lim doe_ _ lim (In(b—a)—Ine) = lim (ln(b—a)—Hn <i>) = 400
e T—a

e—=0t Jope T —a  e—0F e—0t

b
d
bulunur, ¢iinkii e — 0T igin hern — +00 hem de In ( ) — 400 olmaktadir. Benzer islemleri / ﬁ
-z
a
tiimlevi igin siz yapimz! Ote yandan eZer f fonksiyonunun bir x¢ € (a, b) noktasinda ikinci tiirden siireksizligi

varsa, kisacasi f (xg+) = Foo yada f (rg—) = Foo oluyorsa, bu durumda asagidaki tanim gecerlidir:

bf(x) de = lim fo )dz + lim f(z
I /..

e—=0t J, 6—0t

ve ancak ve yalniz sag yandaki her iki limit de birer gergel sayi ise / f (z) dz ikinci tiirden genellestiril-
a

2
. d
mig tiimlevine yakinsaktir aksi halde iraksaktir denilir. Ornegin / 7x2 wraksaktir, ¢linkii agagidakiler
o (x

gecerlidir:

b dr . == qx 2 dx . 1 . 1
ﬁzhm 72+hm ﬁzhm ——1]4+ lm [=—-1) =400
a (x—1) e—0t Jo (x—1) §=0* J1ys (x — 1) e—0t \ € §—0t \ 0

Ikinci tiirden genellestirilmis tiimlevler igin, birinci tiirden tiimlevlerdeki Kiyaslama ve Oran Olgiitlerinin

benzerleri gecerlidir. Dolayisiyla asagidaki p-Olciitii kolayca elde edilir:

b
lim (:p—a)pf(x)zﬁeRve0<p<1ise/ f (x) dz yakisak

z—at

z—a™t

b
lim (z—a)? f(x)=€#0vep>1lise (¢ =400 boyle olsa) / f (z) dx wraksak

b
Bu sonuglar elde edilirken / ﬁ ikinci tiirden genellestirilmis tiimlevini yakinsak yapan p € R™
o (—a

degerleri animsanmigtir. Benzer seyler lim (b — )P f (z) limit degerlerini irdeleyerek elde edilir. Ayrica
z—b—
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ikinci tiirden genellestirilmis tiimlevler i¢in de Mutlak Yakinsaklik Teorem’de gecerlidir, kisacasi

b b
/ |f (z)| dx yakinsak ise / f (x) dz yakinsaktir

clinkii 0 < f (z) + |f (x)| < 2| f ()] bilgisi, Kiyaslama Olgiitii kullanilirsa / |f (z)| dx yakinsak oldugun-

b b
dan/ (f (z) + | f (2)|) dx yakinsaktir, dolaylslyla/ f(z)de = / (f (@) +|f (x)|) dx — / |f (z)|dx

timlevi yakinsaktir.
Ornekler 3:

1) Asagidaki tiimlevlerin yakinsakliklarini inceleyiniz:

[ e f o [ e [

1 b
d d
Coziim: Birincisi / 7:61, olup, bu / e bicimindedir yukarda incelenmig olup, ancak ve yal-
o (z—0) a (@—a)’

mz p < 1 icin yakmsakur. Ikincisi i¢in f (z) = —i- almirsa lim 2Pf (z) = lim (z—0)" f () =
x—07t z—07F

—x

lim e tiimlevinin

z—07+
ancak ve yalniz p < 1 igin yakinsadig1 anlagilir. Ugiinciisii igin

1
.. d
= 1 oldugundan, ikinci tiirden tiimlevler icin p-Olgiitii bilgisi kullanilirsa, / pi
0 Ire

<
er er er Vzer

< 400

1 2In (L 2In (14 L 1p (L 1
_m)_ () m(g) o wos [MG)4 s [
e 0 er 0

x
Vaer

.. n
kisacas1 Kiyaslama Olgiitii ile / / —da: =yakinsak olur, dolayisiyla iiclinciisii yakin-
0

saktir. Ote yandan dordiincii tiimlev 1raksakt1r clinkii hm = 1 gercegini L' Hospital kurali uygulaya-

+ In(z+1) +1)
rak yada 17 <In (1 + z) <z sikistirmasiyla 1+7 < ln(lﬂ”) <lyanil < ( o <1tz (Vz € RT) goz-

leyerek elde edebilecegimiz igin, hm T. < fln(;v +1)> = lim <6_JU hl(xﬂl)) = lim (™) / lim

z—0t z—0t z—07F ln(a:—i—l)
1 e Tdr
o Vzln(z+1)
/ dv_ _ /1 1
o () h Ve

b
mlit{lﬁ (1—2)'/? (ﬁ) = 1 oldugundan ;phj?f (b—z).f(x) =L € Rvel <p < 1ise /a f(z)dx

timlevinin yakinsakligi bilgisi kullanilir.

1 bulup p-Olgiitii kullanilarak tiimlevinin iraksadig anlagilir. Ote yandan 1—x < In (1 + (1_—””)) =

T

In (1) boylelikle 0 < dr < 400 nedeniyle son tiimlev yakinsaktir, ciinkii

2) Asagidaki tiimlevlerin yakinsaklikligini inceleyiniz:

/1 T 2 Inxdrx 3 22dx /1 cos:cdx /”/2 cosxdx
o (x+D)VI—a2" Jo V8—a3" Jo 3-x)" Jo a? " Jo  x.e®
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Coziim: iIk ii¢ tiimlevde, tiimlevi alinan fonksiyonlarin sag u¢ noktalarda ikinci tiirden siireksizlikleri var-

. . . o812 1 _ 1 _ 1 : _oaY/3 Iz
dir. Dikkat edilirse xlg?_ (1—2x) GTOVIE xlg{l_ EVIE — 33 mlggl_ (2—1x) e =
; _ \1/3 Inz _ In2 < (Yeiitia . e e .
wllgl— (2—1x) Voot V2 oldugundan p-Olciitii nedeniyle ilk iki tiimlev yakinsaktir. Son ii¢

tiimlev ise 1raksaktir, sézgelimi

cosx . COosZT . cosx . COsST
= lim =+o00, lim =z. = lim
z—0t+t X z—07t z—0t+ €%

=1
x.et

oldugundan, ikinci tiirden genellestirilmis timlevler i¢in p-Olgiitii kullanilur.

3) Asagidaki tiimlevlerin yakinsadiginm arastiriniz:

1 1 tan x w/2 1 212
d arc d 1 _
/ —m, / u, / Insin zdx , / \/#d:p (la] < 1)
o ¥ J T 0 0 -z

- .. o — 1 —2zln( —
Coziim: Her a > 0 i¢in a® = €*"% oldugundan 2% = e*'"® = ¢ zln(y) — 7% n<\/5> ve 0 < x% =

1 1 d 1
e ln<\/5 > < e2V7 poylelikle 0 < / —Z < / e2VZdy < 400 bulunur (neden?), kisacast birinci tiimlev
0oz 0
yakinsaktir. Ote yandan

€ dr = lim dr + lim dr = +00

-1 x e—=0t J_q x 6—0t Js x

/1 arctan x —€ 6aurctanx 1 _arctanz

gozlemek gii¢ degildir, clinkii s6zgelimi

1 earctanx 1 1 1 Inz
/ dr = / (ln .%')/ earctangcdm — lnx.earctanx‘(s _ / 26arctan:r:dx
d € ) s 1+=z
Uln (l)

1
=In <5> efretand 4 / 1o a2 +$ e T dg boylece
) T

1
lim 1 earctanxdx — lim In ((15) 'earctancs + /1 meamtanzdw — 400
0

§—0t Js T §—0+ 1+ a2
1 In (l) 1 6arctanx
bulunur, ¢iinkii 0 < / L/ pArctant g, < 9 ————dxr < +oo fakat lim In (%) = +o00
o 1+ a2 0 vVr(l+2a?) 50+

olur(neden?) Benzer bicimde su gecerlidir.

—€ earctanx 1 dy
dr = rctana — 400
] T e y_earc anx (€_>0+)

Ote yandan 0 < sinz < 1 (Vz € (0,%]) ve [Insinz| = —Insinz = In (=) = 2In (@) < \/S?E ve

bl 2 dx
0< Insinz|dxr < 2 < +o0 olur, ¢ciinkii lim +/x. ( L ) = lim =%~ = 1 oldugun-
< /0 | |dz < /O e ginkl lim z. (=== /lim 5 g

.. dx
dan, p-Olciitii nedeniyle /
P y 0 Vsinz

NJE]

ikinci tiirden genellegtirilmis tiimlevi yakinsaktir, tim bunlardan 6tiirii
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™

2
/ In (sin x) dz timlevi mutlak yakinsaktir, dolayisiyla yakinsaktir. Sonuncu tiimlevse lim
0 z—1—

1—a?z2

i1 > 0 gozleyerek p-Olgiitii nedeniyle yakinsaktir.

lim
r—1—

3 T 3 2
4) / In (sinzx) dz = ) In2ve / z.ln (sinz) der = - In 2, gosteriniz.
0 0

s

2
Cozim: T = / In (sinz) dz timlevi i¢in z = § — y doniisiimii yapilirsa 7' = /
0 0

jus

2

(1—a)l/? [l =

In(cosy)dy =

jus jus jus 2. . )
/2 In(cosz)dx ve 2T = /2 (In(sinx) 4+ In (cos x)) dx = /2 In <W) dx kisacas1 2T =
0

0 0 2

/2 In (sin 2x) dx—/ “In2ds = /2 In (sin 2x) dx—g In 2 olur. Oysa 2z = u doniimiiyle 27" = T'— 5 In 2

0 0 0
s

B 17 1 (2 I
bularak istenen cikar, ¢iinkii / “In (sin2x) dx = 5 / In (sinu) du = 5 /2 In (sinwv) dv+§ / In (sinv) dv =
0 0

0
T

2
lanilip iistelik x = 7 — y donilisiimiil yapilirsa, kolayca

™

T . ™
—+ 3= T gecerlidir. Ikinci tiimlev igin, biraz 6nce bulunan / In (sinz) dr = 2T = —7 In 2 sonucu kul-
0

T*:/wa.ln(sinx)dx:/Ow(w—y).ln(siny)dy:/OW(W—az).ln(sinx)dx

= 77./ z.In(sinz)dz — T* = —7%.1In2 — T* yani 27" = —721n 2
0
gozleyerek kolayca T* = —%2 In 2 istenen sonucu bulunur.

1
5) / xPe”*dz tumlevinin, ancak ve yalniz p > —1 i¢in yakinsadigin1 gosterin.
0

T

Coziim: Zaten p > 0 i¢in f(z) = aPe™ = ﬁ—: fonksiyonunun [0, 00) araliginda siirekli, boylelikle

1
/ 2Pe”dx timlevinin belirli Riemann tiimlevi olarak pozitif bir gercel say1 olacagi aciktir. p < 0 igin
0

1

‘p‘,el'

f(z)=aPe™ = - fonksiyonunun z = 0 noktasinda ikinci tiirden siireksizligi vardir ve her P (f(z)) =
z—0

lim z 7 PzPe*
z—0*

= ¢¥ = 1 oldugundan, ikinci tiirden 6zge olmayan tiimlevler icin p-Olgiitii kullanirsa, ancak

1 1
ve yalniz —p < 1 yani p > —1 i¢gin / f(z)dz = / axPe”*dx timlevinin yakinsak oldugu anlagilir. Bu
0 0

onemli bilgi, asagida Gama Fonksiyonu’nda kullanilacaktir.

1 g 1

sinx 1—cosz C Ger e L

6) / dx ve / —5—dx tumlevleri ikinci tiirden degildir, gosterin.
o 0 55

Coziim: Her ikisinde, tiimlevi alinan fonksiyonun # = 0 noktasinda ikinci tiirden degil birinci tiirden sii-

reksizligi vardir, neden?

1
In (1
7) Md:ﬁ tiimlevi, ancak ve yalniz p < 2 i¢in yakinsar, gosterin.
; s y y
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Coziim:

1 1 1 2
03/ In(d+z), hm/ m+z), - hm/ In(1+ve)”
0 € €

xP e+ xP e—0t

1 In (1 1
zzhm/wdmgz im [ % g lim (1 VE) =4
c x e—=0t Je \/5 e—0t

boylelikle p < 1 oldugunda her z € [g,1]icine < z < 1vep < 1 nedeniylee < z < 2P ve 0 < x% < %

oldugundan, p < 1 igin

1 1 1
og/ In(+z), hm/ m+a), - hm/ m+a), -4
0 € €

xP e—0t xP e—0t T

1 1
In (1 In (1 00
udsv — / Md:p < 400 bulunur,
0

P xl—‘rsp

11;(111:?) = lim w = 1 nedeniyle p-Olgiitii’niin geregi olarak

bulunur. Eger 1 <p<2isep:1+5pve0§/

cinkiie, = p—1 < 1ve lim 2%

z—0t z—0t

1 1
In(1 .. d
/0 de tiimlevi yakinsar. Ote yandan 1 < q ise xl—i>%l+ wq.m = 1 nedeniyle /0 m =
+o0 ve boylelikle 2 < p oldugunda p = 1 + ¢ (¢ > 1) yazilis1 gegerli olup
1 1 1 1
/ ln(l—I—x)dx:/ 1n(11+x)d$2/ x dx:/ dx
. aP . axlta . (1+z).2xlte e (x+1)zd
1 1 1 1
In (1 In (1 d d
ve sonugta / Mdm = lim Mdm > lim e / L 400
0 xP e—0t J. xP e—=01 J¢ ($ + 1) x4 0 (l‘ =+ 1) x4
'In (1 +2)

bularak p > 2 i¢in / dx tiimlevinin 1raksadigi anlagilir.

0 xP

8) B (p, q) tiimlevini tanmimlay1p yakinsakligini inceleyiniz.

Coziim: Beta fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir:
1
B (p,q) = / PN (1 —2) e
0

1
Egerp > 1veq > lise h (z) = #P~1. (1 — )7 fonksiyonu [0, 1] araliginda siireklidir, sonugta/ h(x)dr =
0

1
/ 2P~1 (1 — )% da belirli Riemann tiimlevidir ve pozitif bir gercel sayidir. Dikkat edilirse
0
1/2 1
B(p,q) = / 2P 1 (1-— x)q_l dx + / P! (1-— .1‘)q_1 dx
0 1/2

1/2
olup p < 0 ise birinci tiimlev, ¢ < 0 ise ikinci tiimlev raksaktir, ger¢ekten p < 0 ise / Pt (1-— x)q_l dx
0
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xlpl+1 z—0T zlel® z—0+
gbzleyip, ikinci tiirden 6zge olmayan tiimlevler igin p-Olgiitii kullanilir. Tiimiiyle benzer bicimde ¢ < 0 igin
1
/ 2?1 (1 — 2)9  da = +oo bulunur, giinkii bu kez lim (1 — )9+ % = 1 olmaktadir. Demek
1/2 a1 (1-2)
ki beta fonksiyonu, ancak ve yalniz, hem p > 0 hem de ¢ > 0 oldugunda yakinsaktir, yani bir gercel sayidir;

1/2 (1 _ a1
= / iai = oo olur, giinkii lim P+, (=2 ~ — lim 1—2)" ' =1velp|+1>0
0

p>0veqg<O0iginyadap <0Oveq>O0icinyadap <0veq <O0icin B (p,q) = +oo gegerlidir.

9) p > 0 ve ¢ > 0 ne olursa olsun, asagidaki esitlik gecerlidir.
w/2
B(p,q) = B(q,p) = 2./ sin?? =1 z. cos?? ! xdx.
0
Coziim: Kolaylikla, x = 1 — y doniisiimii yapilirsa, p > 0 ve ¢ > 0 oldugunda
1 1 1
B(p,q) = / 2L (L —a) de = / 1=y "y = / y (1 =y dy = B(a,p)
0 0 0
Buna kargilik z = sin « doniisiimii yapilirsa dz = 2 sin u. cos udu ve asagidaki bulunur:

/2 B _ /2
B(p,q) = / (sin? u)” ' (cos? u)? ! (2sinucosu) du = 2/ (sinw)® 1. (cosu)?? ! du
0 0

w/2
= / (sinz)?® ™1 (cosz)* ! dx .
0

10) Her n € Nigin B (n,1) = B (1,n) = 1 gosteriniz.

Coziim:
1 /2
/ =1y coszdr = — / on.sin?" 1 . cos zdx
0 nJo
. 2n
1 sin (Z
1 / (sin2n )’ dp = GREDT 1
n Jo n n
. ! n (—=1)" .n!
I)neNvep> —lise | 2" (Inz)"dr = ~—— -5 gosteriniz.
0 (p+1)

Coziim: x = ¢~ Y doniisiimii yapilirsa, 1 = e~ ¥ i¢in y = 0 olmak zorunda ve

1 oo
/ 2P (Inx)" dz = / y" e~ Py gy
0 0

bulunur, o halde (p + 1) y = u doniisiimii yapilarak, son tiimlev p + 1 > 0 nedeniyle

> _ oy . du 1 > _ n!
/ ye (p+1)ydy:/ e o n+1/ u'e Mdu = ————
0 o (p+1) p+ (p+1) 0 (p+1)
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o0
bulunarak istenen elde edilir, burada / u".e "du = n! (Vn € N) sonucu
0

M M , M M
/ u".e Udu = —/ u”. (e*“) du = ——7 t n/ u e % du
0 0 € 0

[e.e] oo oo
icin M — oo alip / u".e du = n/ u"te T Udu =n(n —1) / u""2.e %du = ... = n! bulunur.
0 0 0

Tamm 3: (a, 0o) aralifinda siirekli olup = = a sol u¢ noktasinda f (a+) = Foo gergekleyen, kisacasi x = a
sol u¢ noktasinda ikinci tiirden siireksizligi olan f fonksiyonu i¢in / f (z) dz timlevine iiciincii tiirden

genellestirilmis(ya da 6zge olmayan) Riemann tiimlevi denilir.

/Oodsc /oolnx / / Slnl’
o =27 Jo \/954—1—372’

tiimlevlerinin herbirisi ti¢iincii tiirdendir. Dikkat edilirse

© dz L de * dx
o T 0oz 1z

> d Mg 1 'd Ld
olur, clinkii / '~ lim e dfim (1- ) = = 1, buna karsilik / L~ lim @
1 z2 M—+o00 Jq x2 M—+o0 0 x2 e—0t /. z2

1 : *Inz 1 1
lim <6 - 1> = +oo gegerlidir. Ikincisi ise / 1Ty / Sy / ﬂdm = 0 4+l (€R)

Ornegin

e—0t

nedeniyle yaklnsaktlr ciinkii ilk tiimlev Ornekler3)’ de 1) numaral ornekte gozlenmlgtlr ve ikincisi ise her
(o.9]

1
z € R icin % < e” veher x € [1,00) i¢in 0 < 1” < 1n(ijx) <Z< 2 nedeniyle 0 < / n—fdx <
1 €
6. . POl 6 gozleyerek yakinsaktir. Otekileri siz inceleyeniz. Simdi cesitli 6rnekleri gorelim.
Ornekler 4:
oo
1) / x~Pdz tuimlevinin her p € R i¢in raksadigini gosteriniz.
0

>~ Yde  [®dz I .

Coziim: z Pdx = > + = ~+00 olur, ¢linkii birincisi, ancak ve yalmz p < 1 icin, buna
0 0 & X

karsilik ikincisi p > 1 icin yakinsaktir, p = 1 i¢in ise her ikisi birden 400 olur (neden?), kisacasi her p € R

icin bu tiimlevlerden en az birisi +oo Otekisi ise ya pozitif bir gercel say1 ya da +oo olmaktadir.
2) Gama fonksiyonunu tanimlayip yakinsakligini inceleyiniz.

Coziim: Asagidaki tiimlev goz oniine alinsin:

0o oo ,.p—1
L (p) =/ xp_l.e_xd:n:/ < —dx
0 0 €

bu tiimlev zaten p > 1 i¢in birinci tiirdendir ve yakinsaktir. Buna karsilik p < 0 ise bu tiimlev iraksar, ¢iinkii
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bu durumda —p = |p| oldugundan

T (p) = QY L A
p_ 0 xlpH_l_eZ‘ ) T .€ xr = 0 — (0. ]

o
gecerlidir, ¢iinkii 0 < ¢ ise, ¢ € R ne olursa olsun, birinci tiirden genellestirilmis / xle”*dx timlevinin
a

yakinsak oldugu Ornekler1)’deki 3) numarali 6rnekte gozlenmistir, iistelik |p|+1 > 1 ve lim+ zlP+L, (x‘ p‘il e“”) =
z—0 :

1 1
d
1 nedeniyle / T i gecerli oldugu daha 6nce gozlenmisti. Oysap > Oise I' (p) = / P~ e " da
0 $|p|+1'€x 0

o0
/ 2P~ e %dx = 01 + £y € R gegerlidir, burada ikincinin yakinsama gerekgesi yukarda belirtilmisti, bi-

1
rincisi i¢in 0 < p ve sonugta 1 — p < 1 gozleyip lim+ xl=p (mp_l.e_x) = 1 dikkat etmek yeterlidir, yine

z—0

p-Olciitii kullanilir. Iste gama fonksiyonu bu gézlemlerin ardindan

00 ﬂjp_l

dzx

BI

Vp € (0,00) i¢inI' (p) = / 2Pl e ™ dr = /
0 0

biciminde tanimlanir. p < 0 i¢in bu tiimlevin 1raksadig1 unutulmamalidir. Gergel degerli fonksiyonlarin degis-

kenini genellikle x isareti ile yazmak gelenek olmustur, bu nedenle bu fonksiyon
o0
I (z) = / t" e tdt (Vo >0)
0

biciminde de yazilir.
3) Gama fonksiyonunun indirgeme bagintisini elde ediniz.

Coziim: Soylenen, her p € R™ igin, @inli I'(p + 1) = p.I' (p) bagintisinin gegerli oldugudur. Gergekten

p > 0ise

M M ) M
/ aP.e dr = / 2P (—e ) da = o +p./ P e % dx (VM > 0)
0 0 0

oldugundan M — 400 i¢in limit alip Mlim % = 0 bilgisi kullanilirsa kolayca istenen bulunur:
—+00

F'lp+1)= / P e dr = p./ 2P~ e %dx = p.IT (p)
0 0

4) Gosterin: Her n € Nigin T (n + 1) = n! ve ayricaI' () = /7 olur.
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Coziim: Birincisi, gama fonksiyonunun indirgeme bagintis1 ve

o0 M , M M
ra = / ze ¥dr = lim T (—e_x) dr = lim (—M + e_xd:n>
0 M—+o00 J M—+o00 e 0

— i Moy o1y
T Mtee \ M eM )

sonucundan I' (n +1) = nI'(n) = n(n—1)T'(n —1) = n!I'(1) = n! bularak elde edilir. Ote yandan

x = u? doniisiimii yapilirsa

1 o0 oo oo
r <> = / 22 e %dr = 2./ e du = 2./ e dy = 2.\/27? =7
0 0

2 0

[e.9]
bulunur, burada / e dy = \/27? sonucu i¢in Analiz IV Ders notlarina bakilmalidir.
0

5) p, q, a pozitif sabitleri ne olursa olsun, asagidaki gecerlidir.

o T (ZH—l)
aPe @ gy — N1/
/0 q.Vartl
1

1
Coziim: ax? = y yani z = /¥ = q%/a.yl/ 9 degisken doniigiimu yapilirsa dox = 7 %.ya_ldy nedeniyle

asagidakiler elde edilir:

o0 0 p/q 1 1d
/ 2P dy = / (y) e V——.ya &
0 0 \a q-¥/a Yy

Ozel olarak asagidaki kullanish sonug elde edilir:
o
r
/ 2?Pl e gy = ;p) (Vp > 0)
0

ciinkii @ = 1, ¢ = 2 ve p yerine 2p — 1 alarak () esitligini kullanmak yeterli olur. O halde p > 0 ve ¢ > 0 ne

olursa olsun su bulunur.

I'(p) I'(q) = 4. ( /0 h g;QP—l.e—Ide> < /0 h y2q—1.e—y2dy>

= 4/C>Q /OO x2p—1y2q_1.ef($2+y2)dxdy.
o Jo
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6) Asagidaki olaganiistii esitligi elde ediniz:

. I'(p).I'(q)

Herp > 0,9 > 0ic¢in B (p,q) = ———=.

#9) I'(p+aq)

Coziim: Bir onceki 6rnekte bulunan son esitlikte bulunan iki katli tiimlevi ¢6zmek i¢in x = pcos¢,y =

psin ¢ kutupsal koordinat doniisiimii yapilirsa bu doniigiimiin Jakobyeni ggz’% = p oldugundan

w/2 oo
I'(p).IT'(q) = 4/ / p2<p+q>_1.e_p2 cos® 1 ¢sin?1 ¢ dpdo
»=0 Jp=0

[e’e) /2

=4 </ p2(p+q)_1.e_p2dp> / / cos?P~1 . sin?7 ! pdo
p=0 ¢=0
00 w/2

=92 </ x2(p+q)_1.6_m2daz> .2 (/ cos?P~1 V. sin?~1 ydy)
0 0

=I'(p+q).B(p,q)

00 /2
bulunur, ¢iinkii her p > 0 i¢in I' (p) = 2./ 221 " dz ve B (p,q) = 2./ cos? Ly sin2~ 1 ydy
0 0

oldugu yukarda gosterilmisgtir.

$2
2 —

2 a /2
7) / dzx , / z*/a? — x2dx / sin? z. cos® zdx hesaplaymiz.
0o V2—z 0 0

1
Coziim: Birincisinde x = 2y doniisiimii yapilirsa, B (p, q) = / 2P~1 (1 — 2)?"" dz unutmadan
0

2 g2 1 1 64/2
dx = 4v/2. 21— ) 2dy =4 23<3>:
/0\/2—a:x \[/oy( v) ’ V2 "2 15

bulunur, ¢iinkii indirgeme bagintis1 kullanilirsa agagidakiler gecerlidir:
I z =TI §_+1 ::?F ? = §F §_+1 ::1§F § ::1§F 1_+1 ::lgr 1
2 2 2 \2 2 \2 4 2 4 2 8 2

1\ T@r(3) 2T(3) 16
»(53)

T T(E) Er)  w

2

Ikincisinde 22 = a?y doniisiimii yapilirsa



Sonuncusu igin

/ﬁ/2 sin? ! z. cos?? ! xdx = B(p,q) _T(p)I(q) (
’ 2 2T (p+q)

/2 1_/(5 r).re 8
esitligi nedeniyle / sin . cos® zdx = §B (2, 3) = M = — olur.
0

/2 /2 on — 1)!l
8) / sin?" zdx = / cos® xdx = (n)727

0 O .o

/2 11 I'(n+3).I(3
Coziim: p = n + % ,q = % ahmrsa/ sin? zde = =B (n + = > = ( 2) (2) esitliginden
0

(Vn € N) gosterin.

272
yararlanarak elde edilir, indirgeme bagintis1 kullanilirsa

(e (8 )= (- PreD) =) (e )=
(eo3) (3] () - e

ve I' (n + 1) = n! bilgisi kullanlarak bulunur. Bu sikkin bir bagka ¢6ziimiiniin Ornekler2 iginde 4) numarali

ornekte verildigine dikkat ediniz.

9 Her0O<p<licinl'(p)T' (1 —p) = ="— gosteriniz.

sin p

Bu bagmtinin kanitlanmasi i¢in ciddi Analiz kitaplarina bakilmalidir. Dikkat: (F (%))2 = = ) = 7 elde

sin(g

ediniz.
10) / —dx / —_—, / —————dx tiimlevlerinin yakinsakliklarini inceleyiniz,
0 yzln(z+1) o Vat4a22  Jo sinh(ax) Y Y

sonuncu tiimlevde 0 < a gecerlidir.

o] e T 1 e~ 00 e~
oziim: ——dz = ——dx +/ —_—_—
¢ /o Vaeln(x+1) /0 Vaeln(x+1) 1 yzln(z+1)

lerin her ikisinin de yakinsadig1 daha once gosterilmisti. Benzer bicimde

dx olup, sag yandaki tiimlev-

Sy L
0o VzE+a2 Oxg/g(x2+1)1/3 1 3[w4—|—a:2_1 2

2/3

gecerlidir, 6rnegin birinci tiimlev icin lim+ z = 1 gozleyerek, birinci tiimlevin yakinsadigi

1
0 22/ (@24 ) !/
anlagilir. Sonuncu tiimlevin 0 < a < 2 i¢in wraksak, 2 < a i¢in yakinsak oldugunu okuyucu gosterebilmelidir,

burada bilindigi gibi sinhz = 3 (e” — e™®) (Va € R) tammu gegerlidir.
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Boliim 4

Dik Polinom Serileri

Bu boliimde c¢ok iinlii dik polinom dizileri aracilifiyla elde edilen acgilimlardan bahsedecegiz. Bu tiir poli-
nomlarin en iinliileri Legendre ve Hermite polinomlaridir. Boliim boyunca , dereceleri < n olan tiim gercel
katsayili polinomlarin [a, b] araligina kisitlaniglar kiimesi Po/,, [a, b] ile yazilacaktir. Apagiktir ki p1,pa €
Pol,, [a,b] ve c1,ca € R sabitleri ne olursa olsun ¢;p; + copa gergel katsayili bir polinom olup , onun [a, b]
araligina kisitlanis1 € Po/,, [a, b] gercekler . Bu nedenle R iizerinde bir vektor uzayi olan Po/,, [a, b] iizerinde
, eskiden oldugu gibi ,

(,q) = / p().q(@)de  (pq € Poly b))

i¢ carpimu tamimlanir ve eskiden oldugu gibi , ancak ve yalniz (p, q) = 0 gerceklendiginde bunlara dik poli-

nomlar denir.

Onerme 1: Eger {po,p1 .., pn} kiimesi Pol,, [a, b] vektdr uzayinda bir dik kiimeyse , lineer bagimsizdir ve

herbir ¢ € Pol,, [a, b] igin
n
q = aopo + 1p1 + aap2 + .. + anpy yani ¢(z) =Y appi (x)  (Va € [a,b])
k=0

olacak bicimde tek tiirlii belirlenebilen o € R katsayilar1 vardir.

Kamtlama: Sozii edilen katsayilar , her k = 0, 1, .., n i¢in

oy = {q,px) cR

= 2
HpkHt

n
gercel sayilandir, ¢iinkii sézgelimi her k£ # 1 i¢in 0 = (pg, p1) oldugundan , g = > aypr ise (q,p1) =
k=0

n n
<Z akpk,p1> = > ok (pr,p1) = a1 (p1,p1) + 0 = a;. leﬂf ve boylece a; = % bulunur , dteki
k=0 t

k=0
oy, katsayilart benzer bigimde bulunur. Artik {pg, p1, ..., pr} dik kiimesinin lineer bagimsiz oldugu kolayca

gozlenir (nasil?).
Onerme 2 : Her dik polinom dizisi, Po/,, [a, b] vektor uzayinda lineer bagimsiz bir doguray takima sahiptir.

Kamtlama: {pg, p1, po, ...} sozii edilen dik polinomlar kiimesi, iistelik derp,, = n (Vn > 0) gergeklesin. ¢ €
n

Poly, [a,b] igin , var olan uygun oy, € R katsayilart aracih@iyla ¢ = > oypy yani ¢ (z) = > ouepy ()

k=0
(Vx € [a, b]) olarak bicimde o, € R katsayilarinin , tek tiirlii bicimde belirlenip akw = oldugu Onerme
t

x|l
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n
1’deki gibi kanitlanir. Eger 0 = 3~ aypy (yani 0 = Y agpi (2) (Vo € [a,b])) ise g = ... = oy, = 0
ki

=0
oldugu benzer bigimde gosterilir, (nasil?) , bu nedenle {pg, p1, ..., pn } lineer bagimsizdir.

Tanim: P, ile yazilan n—inci dereceden Legendre polinomlar1 P (z) = 1ve P, (z) = 545 ((22 —1)")

(Vn € N,V € R) bi¢ciminde tanimlanir , bdylece her x € R igin

1 d , 5
Pe) = giqg @ -0 =2,
ve benzer bigcimde sunlar bulunur :
) 3 35 15 3
Ps(x) = 51‘3 — 5 Py(x) = §x4 - sz +t3

Onerme3: P, polinomu der P»,, = 2n gercekleyen tek bir fonksiyondur.

Kamtlama: Kisalik amaciyla w (z) = (22 — 1)2n yazilirsa , n—inci tiirev icin iinlii (f + ¢)™ = f() 4 g

esitligi nedeniyle

2n  (2n 2n—k
1 (31 (1) (2n)
- (2n) _ k 2k
Pon (@) = sy (0 (@77 = Z: 92n_(2n)! (w )
2 1
— 1 ($4n)<2"> M ( 4n—2)<2ﬂ) I
227 (2n)! 221 (2n)!
dn(4n—1)...(2n + 1)952" 2n.(4n —2)(4n —3)...(2n +3) o9, o N
221 (2n)! 22n_(2n)!
oldugu ve iistelik 22" * in katsayis1 pozitif (4n)! rasyonel sayisi oldugundan der Py, = 2n bulunur.

227 ((2n))?

2

Bu polinomda yalnizca = * nin kuvvetleri yer aldigindan apagik bigimde Ps, (—z) = Py, (x) bulunur. Siz

sunlar1 gosterin:
derPyp,—1 =2n—1ve Pyp_1 (—x) = —Pyp—1 (2) (Vz € R,Vz €N) .
Onerme4: P, Legendre polinomu , ikinci dereceden iinlii
(1 —xz)y” -2z’ +n(n+1)y=0

Legendre diferansiyel denklemi’nin bir ¢oziimiidiir.

Kanitlama: Bu kez w (z) = (2? — 1)" polinomu ile calisarak ve P, (z) = 5t (w ()™ gozleyerek ,
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sirasiyla

1

(w(x)) = (w (x))(l)) = 2nx (x2 - l)n_ , (.1‘2 —1) (w (:):))(1) —2nzw (z) =0,

bulunacagindan , son sonucu ard arda tiireterek

(22 1) (w (@) =2(n - 1)z (w (2)) = 20w (z) =0,

(22 = 1) (w (@)® —2(n —2) 2 (w (=) —2[n + (n - D] w (x)V

0,
ve k + 2-inci adima gelindiginde

(22 = 1) (w (@)D —2(n— (k+ 1))z (w @)*D =20+ (n—1) + .. + (n — k)] w (2)® = 0

k+Dk _ (k+1)(2n—Fk)
2 = 2

bulunur,oysan+(n — 1)+..+(n—k)=(k+)n—1+2+ ..+ k)= (k+ 1)n—(

oldugundan sonugta
(2% = 1) (w (@) = 22 (n — (k + 1)) (w (@) ") — 20— k) (k+ 1) (w () =0
bulunur ve k£ = n alinirsa

— (1= 2?) (w (@)™ 4 22 (w ()" —n(n 4+ 1) (w(z)™ =0

(w ()" ve P! (2) = 2L (w (2)) ™Y gozleyip, son bagintiyr =L rasyonel

1’
olur, oysa P, (z) = ganl 27l

_ 1
- 2n.nl

sayisi ile carparak istenen asagidaki baginti bulunur:
(1 —2?) P)(z) —22P) () +n(n+1) P, (z) =0

Teorem 1: {P,} - ; Legendre polinomlar dizisi PC [—1, 1] vektor uzayinda dik bir dizidir ve Py, Py, .., P,

polinomlari ise Pol,, [—1, 1] vektor uzayinda lineer bagimsiz bir tabandur.

1
Kamtlama: Amacimiz n # m ise (P, Py,) = / P, (7) .P,, (x) dz = 0 gdstermektir.Oysa , Onerme 4 ne-
-1
deniyle P, ve Py, Legendre polinomlar1 (1 — 2?) P}/ (z)—2z P’ (z)+n (n+ 1) P, (z) = 0ve (1 — 2?) P}, (z)—
2¢P) (x) +m(m+ 1) Py, (x) = 0 gerceklediginden birincisini P, (x) ikincisini P, () ile carpip taraf ta-
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rafa cikarip

(1- a:2) (Pp (z) P} (x) = Py (z) Py, (2)) — 22 (P () P} () — Py (2) Py, (2))

=P, (x).Py(x)(m(m+1) —n(n+1))

bulunur,oysa n # m igin n (n + 1) # m (m + 1) oldugundan

Pa(2) P () = L2 (P @) P (@) = P () P ()
~ 20 (P (2) P}, (2) = P (2) Py, (@) |

= com [(1— 22) (P () P, (2) — Py (2) Pl (2))]

bulunarak , tiimlev alinirsa

1
/_1 Py (&) Py (2) dit = e [(1— 22) (Por () P (2) — P (2) Py (2))][*=H = 0

bulunur, ciinkii (1 — 3:2) carpant hem x = 41 hem de x = —1 i¢in sifir olur.
OnermeS: P, Legendre polinomu Pof,,_1 [—1, 1] vektdr uzayindaki tiim elemanlara (polinomlara) diktir.

Kamitlama: Herhangi gercel katsayili ¢ € Pof,,_; [—1, 1] alindigindan, Teorem1 nedeniyle Pof,,_; [—1,1]

n—1

vektor uzayi i¢in Py, P, .., P,,—1 Legendre polinomlar1 bir doguray oldugundan g = ) «y Py, yazilis1 gegerli
k=0

ve qp = ﬁ%;j"‘% (k=0,..,n — 1) olur. Kolayca

n—1 n—1
(g, Pn) = <Z Oékpk,Pn> => (P, Pa) =0
k=0 k=0

bulunur, ¢iinkii tiim & indisler i¢in £ < n — 1 < n nedeniyle k # n ve boylece (P, P,,) = 0 gegerlidir.
Ornekler1:

1) ¢ (z) = 22 ikinci dereceden polinomu igin

, P , P , P
q:<q 02>P0+<q 12>P1+<q 22>
I Poll; 1P1 13 | P13

1 1

olup , bu katsayilar1 hesaplayip ve (¢, P;) = / q(z).P(x)dx = / #3dz = 0 gozleyerek , sonucta
~1 -1

q(z) = 2% = 1Py (z) + 2P (z) bulunur.

2) 23 = 3Py (z) + 2P3 (x) gosteriniz.
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Teorem2: Legendre polinomlarinin indirgeme bagintisi sudur:

2n+1 n
Post () = —- P (@) -

P, (x) (Vn € N,Vz € R)

Kamtlama: ¢ (z) = z.P, (z) (Vx € R) bigiminde tanimlanan polinom apagik bi¢cimde derq = n + 1

sagladigindan Teorem1 nedeniyle Py, .., P,,, P,,+1 Legendre polinomlar: tarafindan dogurulur, sonugta ¢ =
n+1

> ag Py yazilist gegerli ve k < n — 2 i¢in . Py, (x) polinomunun derecesi = k + 1 < n — 1 < n nedeniyle ,
k=0

bu £ indisleri i¢in

_<q’Pk>_ ! 1 T T x—# ' x). (z ) dx =
= e = [0 P00 = g [ @ Eh e

bulunarak
q (1‘) =z.P, (l‘) =ap_1Pp1 (ZL‘) +ap Py (:E) + any1 Pt (l') (Vl’ €ER,Vn € N)

bulunur, oysa (P, ())? bir ¢ift fonksiyon ve sonucta z.P2 (z) kesinlikle bir tek fonksiyon oldugundan onu

[—1, 1] araliginda tiimlevi sifirdir.

1 /1 1 e,
ap = —. q(x).Py(z)dx = / z.Py(x)dx =0
HPNH? -1 HPan -1

boylece

zPy (l') =ap1Pp1 (CL') + a1 P (I‘)

bulunur, artik yalnizca o, —1 ve a1 katsayilarinin hesaplanmasi gerekecektir. Simdi yukardaki son esitligin

n+1 »

sol ve sag yanindaki x in katsayilarinin esit olmasi gerekecegi ve tistelik

n n

_1\n—k (n)
P, (x) _ 2n1n' (($2 . 1)71)(71) _ (Z %x%)

k=0

(B o)

_ 2n(2n—1)...(n+ 1)30" - n.(2n—-2)2n-3)..(n— 1):6”_2 Y
2n.n! 2n.n!
(2n)! (2n — 2)!

T ) T 20 (=Dl (n—2)!

a2 -
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boylece

o (2n)' n+1 (271 B 2)' n—1
wh () = Qn_(n!)Qx B 2".(n—1)!(n—2)!x T e
e NN e R
P (x) = (1 1)!)23; " ol (n = 1)!33 + ...
n+1 s

nedeniyle sonugta sozii edilen esitlikte = in katsayilarim esitleyerek

(2n)! (2n + 2)! (2n)! (2n + 1)

o ()2 e ()2 2l (o 1 1))

n+1
2n+1

ve dolayisiyla kolayca a1 = ve ayrica ™! ’in her iki yandaki katsayilarini esitleyerek

B (2n —2)! _n+l1 (2n)! ta (2n — 2)!
LT 1 (0 — 1)1)?

20 (n—1).(n—2) 2n+12¢Hpl(n—1)

ve gerekli kisaltmalarla o1 = ﬁ bulunarak istenen elde edilir.

Onerme6: Tiim Legendre polinomlarinin tiim katsayilari birer rasyonel sayidir.

Kamtlama: Py, P;, P, polinomlari zaten bilinmektedir.n > 3 icin F,, polinomunun katsayilarinin birer ras-
yonel say1 oldugu, tiimevarim kullanilip, Teorem2’den yararlanarak gosterilir, bu 6devdir.

Teorem3: Her n > 0 i¢in P, (1) = 1, P, (—1) = (—1)" ve ayrica ||Pn\|f = ﬁ gecerlidir.

Kamtlama: Zaten Py (z) = 1 ve P, () = x (Vo € R) nedeniyle P (1) = P; (1) = 1 bulunur.P (1) =
.. = P, (1) = 1 varsayim altinda, indirgeme bagintisin1 kullanip
2n+1 n _ 2n+1 n n+1

P, (1) = - P, (1) = _ — -1
ntt (1) n+1 n+1”1() n+tl n+l n+1

ilk iddia tiimevarimla gosterilmis olur . ikincisi tiimiiyle benzer bicimde yapilir ve ddevdir.Simdi, gerektigi
icin
2n -1

0(@) = P () = =

x.Py_1(z) (YxeR)

polinomunun derecesinin derq = n — 2 oldugunu gésterelim. Dikkat edilirse P,,_1 () polinomunda 2"~ 1*in

katsayis1 % ve sonugta ¢ (x) polinomunda x™in katsayist sifirdir , ¢iinkii bu katsay1
(2n)! 2n —1 (2n — 2)! _(2n—-1)L2n (2n —1)! _o
on. (n!)? no ol (n—1))2  2nnlnl 2n=1pl(n—1)!

Ote yandan , zaten ¢ (x) polinomunda hi¢ ™! ’li terim bulunmaz ve z"~2’

2
—% rasyonel sayisidir, o helde derq = n — 2 olur. Ayrica, tinlii indirgeme bagintist P,_1 () ile

nin katsayist ise sifirdan farkli
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carpilip tiimlev alinirsa

! on+1 [1 n 9
0 = <Pn+17Pn—1> = L Pn+1 (.T)) Pn—l (fI,') dl‘ = "t 1 . . fL'Pn_l (fI,') Pn (.’I,') dflf — m Hpn—l”t

ve sonugta , derq = n — 2 < n bilgisiyle, yukardaki esitlikten bulunan

1
n+1 n 9 n 9
P P, dx = . Py = — || P
/1$ n—1 (%) . Py (7) dx 2n—|—1n+1” n—1; 2n+1” n—1l[?

sonucu birlikte kullanilirsa

n— 1
0=(P,,q) = (Py, P,) — 2 - 1./_1 xP,_1 (x) P, (x) dx

2n —1
2 2
- HPnHt - m+1 HPn—lHt
ve dolayisiyla
2n —1 (2n—1)(2n —3) 2
P> = =—=||P1|? = P,
1Pl = G g 1Pt = Gy a1 VP2l
(2n—1)(2n —3)..3.1 9 9 2
= — NPolly = 5— [I1Bolly =
(2n+1)(2n—1)..5.3 2n+1 2n+1
istenen sonucu bulunur.
Onerme7: k < nise ((2? — 1)n)k =0= ((2*- 1)”)(k) olur.
r=++1 r=—1

Kamtlama: Bir carpim fonksiyonunun n-inci basamaktan tiirevini hesaplayan asagidaki iinlii Leibniz bagin-

t1s1 olan
n

1) =3 ()10 (1)

k=0

kullanilirsa, £ < n oldugundan

k

(@ =) = (@ -0 @+ )™ =3 (k) (=DM (@ + 1
=0
k

= (’:) My pi(z = )" F @+ 1)n D (9)
1=0
gerceklenir, ¢iinkii kolayca
) 1—1 ' ] k—i—1 ‘
(- =|(J[n=3) | =" @+ = ] (n—3) | @+1)"

Jj=0 J=0
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oldugundan, bunlarin ¢arpimindaki katsayiya kisalik amaciyla M, ;. ; denilirse yukardaki esitlik elde edilir.
Oysa (2) toplaminda ¢ < k < n nedeniylehem 0 < n —ivek —i < k < mnnedeniyle 0 <n — (k—1i) =
n — k + i oldugundan, toplama katilan tiim terimlerden hem (x — 1) ve hem de (z + 1)’ in pozitif kuvvetleri

yer alir, boylece ((2? — 1)")(k)’ L= 0= ((«*— 1)")(k)‘ . bulunur.

Teorem4: Her n € N i¢in P, polinomunun, hepsi (—1, 1) araliginda bulunan tam n tane gergel kokii vardir.

Kamitlama: Dikkat edilirse , Onerme7 ve P, polinomunun tanimi geregi P, () = 27}.“! ((x2 — 1)”)(n) =

/ b
S (((ac2 — 1)”)(7171)) gercegi kullamilirsa, ayrlca/ f(x)dx = f(b)—f (a) = f(2)|°_, oldugundan

/1 P, (z)dx = in.n!-/l [((wQ _ l)n)(n—l)}’dx _ ﬁ [((332 _ l)n)(n—l)r

-1 -1 r=—1

= [ =] =g [ [0 =0

1
kisacast her n € N ig¢in / P, (z)dr = 0 sonucu bulunur. Boylelikle, her n € N i¢in P,, Legendre

polinomunun [—1, 1] arahglg(lla en az bir kokiiniin var oldugu anlasilir, aksi halde tinlii Ara Deger Teoremi ile
bir [a, b] kapali-sinirl araliginda siirekli bir f gercel degerli fonksiyonu f (a) ve f (b) arasindaki her ¢ degerini
en az uygun bir z. € [a, b] noktasinda aldid1 yani f (z.) = ¢ gergeklestiginden, 6zel olarak f (a) - f (b) < 0
ise 3¢ € [a, b] icin f (&) = 0 olur, dolayistyla 3¢y € [—1,1], P, (&) = 0 olmuyorsa, P, polinomu [—1, 1]
aralifinda hig isaret degistirmez, yani ya 0 < P, (z) (Va € [—1,1]) olur ve sonugta 0 < / 1 P, (x)dz

-1
1

olur, yada P, (z) < 0 (Vz € [-1,1]) olur ve / P, () dz < 0 olurdu, oysa bu tiimlevin degerinin sifir
-1

oldugu yukarda gosterilir. Demek ki P,, polinomunun [—1, 1] araliginda en az bir kokii vardir. $imdi, eger P,
polinomunun bu araliktaki tiim kokleri, m < n olmak iizere x1, T2, .., Ty, olsayd: bir geligkiye varilacagini

gosterelim. O halde

g(x)=(r—z1)(x —22) .. (T — Tp)

polinomu apagik bicimde derq = m < n = der P, gercekler ve iistelik P, (z) = p (z) .q (z) yazilis1 gegerli
olacak bicimde, [—1, 1] araliginda hi¢ kokii olmayan ve derp = n — m gergekleyen bir p polinomu vardir.
Dolayisiyla p (x) polinomu [—1, 1] aralifinda hig isaret degistirmez veya p () > 0 (Vz € [—1,1]) olur. Bu
gergeklesirse

Pu(2).q(@) =p(2).¢* (@) >0 (Vo€ [-1,1])
olur, iistelik hem p (z) hem de P, () .q () birer polinom olarak siirekli olduklarindan, iinlii Integral Hesabmm
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Birinci Aradeger Teoremi killanilirsa var olan uygun bir &y € [—1, 1] araciligiyla
1

-1 -1

1
/ p(@) (o (2) g (2)) dz = P (&) / Py (2) g (x) dz = p(€0) - (Parg) = 0

bulunur, son esitlik yazilirken derq = m < n yani ¢ € Pol,,_1 [—1,1] gozleyip Onerme5 kullanilmistir. Tiim

bunlardansa

9 1

m+1l

-1
celigkisi dogardi; benzer bicimde eger p (z) < 0 (Vz € [—1,1]) olsayd:

1

1
—|I1Pally = /1 (=P (2)) P (2) dae =/ (=p(2)) .(Pu (z) ¢ (%) )dz = —p (&) (Pn,q) =0

-1

HPnH?Z/_an(x)Pn(x)dx:/ p(z).(Py(z)q(x))dz =0

celigkisi dogardi. Demek ki P,, polinomunun [—1, 1] arahigindaki koklerinin sayisinin n’den kiigiik olmasi

kesinlikle olanaksizdir. Boylelikle P,, polinomunun [—1, 1] araliginda en az n tane kokiiniin bulunmasi ge-

rektigi anlagilir. Oysa zaten bir polinomun derecesinden daha fazla kokiiniin var olmasi, iinlii Cebirin Temel

Teoremi nedeniyle olanaksizdir, bulunan bu koklerin P, polinomunun tiim kokleri oldugu ve ayrica Teorem3

nedeniyle P, (1) = 1 ve P, (—1) = (—1)" # 0 bilindiginden, bu koklerin hepsinin (—1, 1) agik aralifinda

yer aldig1 anlagilir.

TeoremS: Legendre polinomlar1 asagidaki bagintiyr gercekler.
(@) =2.P (z)+ (n+1) Ppy1(z)  (VneN,Vz € R)

Kamtlama: Onerme7°deki Leibniz bagintist (1) kullanilirsa

P (z) = ;' ((w2 _ 1)n+1)(n+1) -5 1

ny (MY
o (<<>) ) w2t

n\ (n—1)
- p (2). (2% = 1) + 2P, (z) + g <($2_1)>

ALY
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ve dolayisiyla bir kez daha tiireterek

1 (z) = 2(711—1—1)PT,L/ (). (z* = 1) + mm + P, (z) + zP) (z) + an (x)
- 2(711“)13/; (2). (2 — 1) + Zifsz]l (z) + ”T”Pn ()

bulunur.Ohalde bu bulunan sonug ve Legendre diferansiyel denklemi nedeniyle (22 — 1) P/ (z) =n (n + 1) P, (z)—

22 P}, (x) oldugundan, tiim bu sonuglar1 kullanarak istenen bagint1 bulunur:

e (@) = Q(RIH) [n(n+1) Py (x) — 22, (2)] + Zﬁ”ﬂ @)+ 22 P, (@)
=P, (z)+ (n+1) P, (z) (Vn € N,Vz € R)

1
Onerme8: lim | P, (z)| dz = 0 gegerlidir.

n—oo [_4

Kamitlama: Dikkat edilirse || P, ||, = \/2\{% < % = % (Vn € N) oldugundan , Cauchy-Schwarz Egitsiz-

1 1 1
0< [ 1P(a)|1de < W_l P, <x)\2dx.\//_l 1% = V2. | Bl < ﬁ (¥ e 1)

oldugundan istenen kolayca bulunur.

ligiyle

Odevler
1) Legendre polinomlarinin indirgeme bagintisi ve Teorem5’den yararlamp =P}, (z) — P,_; = n.P, (z)

(Vn € N,Vz € R) gosteriniz

2) Gosteriniz: P () — P)_; (z) = (2n+ 1) P, (x)

3) Gosteriniz: (1 — z?) P}, (z) = n.Py—1 (z) — naP, (z)

1
2
4) Her n € N icin gosterin: / xPp, () Pp—q (z)dx = 47&
—1 n
1
S)Hern > 0i¢in 2 = / P, (z).P) 4 (z)dx = (P,, P, ) gbsteriniz.
-1
1

6) Her n > 0 i¢in /1 zP), (z) P, (x)dz = o+ 1 gosteriniz.
7) Her n > N igin Py, (0) = 0 ve Py, (0) = (—1)" 2= g5terin.

(
8) Gosterin: P, (z) = 2P,_1 (z) + £=LP!_, (z) (Vn € N,Vz € R)

n n

(Yol gos:Yukardaki 3) sikkindan yararlaniniz)

2

9) Gosterin: 1= (P (2))® + (Pn (2))? = =2 (P,_1 (2))? + (P (:z:))2 (Vn € N,Vz € R) (Yol

n n

gos:Teorem5’deki bagint1 aracihigiyla P, (x) = P, _, (z) + P, (x) gozleyip 8) sikkindan yararlaniniz.)
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10) Her n € N ve her x € [—1, 1] i¢in gosteriniz:

1 (P @)+ (P (@) < 1.

n

11) Her n > 0 ve her « € [—1, 1] i¢in | P, (x)| < 1 oldugunu gosterin.

12) Her n € N i¢in asagidaki bagintiy1 kanitlayimiz:
P (x)=02n—1)P_q1(x)+ (2n—5) Py_3(z) + (2n —9) Py_5 (z) + ...

Onerme9: Legendre polinomlari asagidaki Christoffel Ozdesligini gercekler:

o0

> (2k+1) Py (t) Pe(z) = (n+1).
k=0

Py () Po (z) — P (t) P ()
t—x

(t #2)
Kanitlama: Legendre polinomlarinin iinlii indirgeme bagintisi ile

(2k+1)z.Py () = (k+ 1) Pyt (z) + k.Pp—1 ()
bu esitligi Py, (t) ile carpip, sonta ¢t ve z’in gorevlerini degistirerek

(Qk + 1) z P (t) P (.I') = (k‘ + 1) Py ([IJ) Py (t) + kP (t) P, (HZ)

(2]€ + 1) th (.CC) Pk (t) = (k + 1) Pk+1 (t) Pk (IL’) + kPk (1’) Pk,1 (t)
ve bunlan taraf tarafa ¢ikartarak

(26 +1) (t = @) Py (8) P (2) = (k +1) [ Pega (8) Pe (2) = P (t) Poya (@) |

k[P () P (2) = Pey (1) P (2) |

bulunup, toplam alinirsa sag yan teleskopik toplam oldugundan

(t—x)>_ (2k+1) Py (t) Py ()
k=0

= > [+ 1) (Pess (8) P (@) = Pe () Py (2)) = k(i (6) Por (2) = Py (8) Py (2))]
k=0

=(n+1) (Pn+1(t)Pn(x)_Pn(t)Pn+1(x))

bulunarak, ¢t # x nedeniyle 0 # ¢ — x ile bolerek istenen elde edilir.
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Teorem6: Her n € N ve her z € (—1,1) igin

[P ()] < m

gecerli olacak bigimde bir M > 0 sabiti vardir.

Kamtlama: Uzun hesaplamalar gerektiren bu kanitlamay1 yapmiyoruz.

Onerme 10: f € PC[—1,1] ne olursa olsun lim +/n. (f, P,) = 0 olur.
n—oo

Kamtlama: {P,} ° | Legendre polinomlar dizisi C' [—1, 1] vektor uzayinda dik bir dizi oldugundan, Béliim2,

Teorem1’de kanitlanan iinlii Bessel Esitsizligiyle, bu kez ¢,, = > (f, Pn) € R (Vn € N) olmak iizere

IIP Iz
& 1

0< 3 Jenl? |2l s/ 2 () dz < o0
n=0 —1

o0
bulunur, yani Z |ca|? || Pa|? serisinin yakinsadigi anlagilir boylelikle 0 = lim || || Py, ||, bulunur, oysa
n—oo

dikkat edilirse |c,| . [| Py, = ll\];’Pﬁﬂ = /2L |(f, P,)| oldugundan ve iistelik
nil¢

0 < Vi Pl =2 g Pl < 2L g Ry

nedeniyle istenen bulunur. Bitti!

Simdi bu boliimiin ana teoremine geldik:

Teorem 7: f € PC[—1,1] olsun. f’ tiirevi [—1, 1] aralifinda sonlu nokta diginda heryerde tanimli, sonlu

noktada ise f’in sol ve sag tiirevleri tamimli ise, (—1, 1) arahiginda asagidaki agilim gegerlidir.

|(f
Z IIP IIt P, (z) (Vze(-1,1))

Kamtlama: Kisalik amaciyla

WSR2kl 2k
1Pl 2

1
./1f(a:).Pk(x)dx€R

n
yazilirsa s, = Y ¢ Py polinomlarinin her x € (—1,1) i¢in

k=0
f(z)= nlgrolo sp () = Z cn-Pp ()
n=0
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gercekledigi gosterilmelidir. Dikkat edilirse

chpk _i<2k+1/ f(t).Py(t) Py (x )dt)

k=0

IR
= - 2k P t)dt

2u/_1|:§j< PP P £ 0

k=0
oldugundan, Christoffel 6zdesligini kullanarak asagidaki bulunur:
1 P P, (t) P,
s (2) :n—l- / 1 ( 2 n (t) "+1(x).f(t)dt (1)
-z

oysa

n—I—l/l Poi1 (t) P (z) — Po (1) Py (2)
-1

dt =1 2
2 t—x 2)

gercekledigini gormek i¢in, her = € [—1,1] i¢in f (x) = 1 gergekleyen f sabit fonksiyonu i¢in, yukardaki
S, (z) yazilirsa
n

sn(:r):;Z@k—&— /Pk Py, () dt

2=1

M\P—‘

k=0
/Po Py (z)dt+0=

1
bulunur, ¢iinkii dikkat edilirse Teorem4 i¢inde gosterilen / P, (t) dt = 0 bilgisiyle
-1

n 1 n

Z(Qk—l—1)./1Pk(t).Pk(a;)dt:Z(2k+1 ) Py (2 / Py (t

k=1 B k=0

1 1

ve Py (t) = 1 = Py(x) (Vo € [-1,1]) nedeniyle / Py (t).Py(z)dt = / 1.dt = 2 olur. O halde (2)
-1 -1

bagintist bulunur ve dolayisiyla sabit bir 29 € [—1, 1] igin

f(zo) =

n+1/1Bﬁuogxﬂo—ﬂxﬂﬂwﬂﬁffmwﬁ ©
—1

2 t—xo
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gecerli oldugundan (1) ve (3) den yararlanarak

n 1 xT) — X
Sn(wo)—fn(ﬂﬁo): ;1/_1f( Z—wfo( 0)-(Pn+1 (t)Pn(x0>_Pn(t)Pn+1 ($0)>dt

n ! n 1
- _2|_1Pn($0)/1g(t)Pn+1(t)dt_ _2|—1Pn+1($0)/1g(t)Pn(t)dt

bulunur, burada yeni g (¢) fonksiyonu ¢ # zg i¢in g (t) = f@)=1@0) e (z0) = 2 (f (zo+) + £ (x0—))

t—xo

biciminde tanimlanmustir. Dikkat edilirse g € PC [—1, 1] olur(bu kolay bir 6devdir), iistelik Teorem6 kulla-

nilarak
n—+1 n—+1 M(n+1 n—+1 M
L b (o) = 2L Py (e < LA :(2 . 2)¢ﬁ
2\/n(1—:n(2)) no2y1 -
M
<72f:M0.\/ﬁ

\/ 1 - 330
bulunur, burada 51 < 1 (Vn € N) gozlenip My = M/+/1 — 23 yazilmistr. O halde, bu zy € [—1,1] igin

n+1
2

+1

Pn (1‘0) < M()\/ﬁ ve < M()\/E

.Pn+1 (x(])

gozleyip, g € PC [—1, 1] oldugu igin Onerme10 kullanilip

0 < |8y (w0) — f (wo)| < Mo [Vn (g, Pu) + Vi {g, Prs1)] — 0

istenen sonucu elde edilir. Siz neden asagidakinin gegerli oldugunu gdosterin.

lim /72 (g, Pas1) =0

n—oo

Demek ki herhangi bir xy € (—1,1) i¢in f (zg) = li_>m Sn, (o) oldugu kanitlanmig olmaktadur, bu istenendir.
n—oo

Ornekler2:

P,_1(0)

1 gecerlidir, clinkii inlii indirgeme bagintisiyla

1
1) Hern € Nigin/ P, (z)dx =
0

n(n+1) P, (z) + ((1-2%) P, (z)) =0
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oldugundan

1—2?) P} (z) ’

' __ (= ' 2P () x_(—n
/OPn(a:)dm—n(n+1)./0 (1= 2%) Pl @) e = S
1 nPua(0)  Pua(0)

:n(n+1)P"(O): nin+1)  n4+1

bulunur, ciinkii Odev3) kullanilarak asagidaki yazilmustir.

P! (0) =n.P,_1(0) (Vn € N)

-1 ;2€(—1,0

2) f(0)=0ve f(x) = ( ) fonksiyonunun, Legendre polinomlari aracilidiyla agilimini
1 ;2€(0,1)

bulunuz.

Coziim: Her n € N i¢in ¢, = (ENE P E s (f, Pn) = 2”; L (f, P,) olmak iizere, Teorem7’teki kosullar1 yerine

getiren f tek fonksiyonu i¢in, z € (—1, 1) ne olursa olsun.

o0 o0 o0
3z n (4n+3 nn
= E en-Pp () = E Con—1-Pon—1 () = 5>t § 2n+1) (1i+ 01 ) Pony1 (z)
n=0 n=1 n=1 ’ ’

bulunur, ciinkii f tek P, polinomlar ¢ift ve sonugta f.P», carpim fonksiyonlar1 yine birer tek fonksiyonu

oldugundan

dn +1 dn +1

1
./1f(x)P2n(x)dx—0 (Vn € N)

Con =

buna karsilik f.Ps,_1 carpim fonksiyonlari, iki tek fonksiyonun ¢arpimi olarak ¢ift fonksiyon ve boylece, bir

onceki Ornek kullanilip

2P, 2 (0)

1 1 1
<f, Pgn_1> = /1 f (.CC) .Pgn_l (l’) dr = 2/(; f (Z‘) .Pgn_l (.CC) dr = 2/0 Pgn_l (.CC) dr = m

yani (f, Pop—1) = M (Vn € N) ve ayrica Py, (0) = (—1)" .(2" 1) bilindiginden

2(2n+1)+1 4n + 3 dn+3 (2n — D!
Cont1 2 s Pon) = 525 P (0 = (51 o o
_ (—1) (4n+3) (2n — 1!
N 2n+1 (4 1)!

1
3
vec =3 (f,P)=3. / f(x).P(x)de = B bulunarak istenen agilim elde edilir.
0
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3) Yukardaki agilimda x = % alinirsa su bulunur:

1 & o (An+3)(2n—1)! L
= Z(_l) 1 ( 2n+1>(7(1+1>!) Popta <2>

n=1
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